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CAPITOLO I. 

rkixcivl cs^nnuai. omikakuio duls qdistiosi. 


1 . ^ELT.A parte elementare della Geometria s imparano le princi- 
pati rclaiioni che tra le rette esistono . le proprietà delle fi^re 
rettilinee e del cerchio , c si applicano poi alla ricerca della loro 
misura. Aflin di raggiungere però quest’ultimo scopo, facea mestieri 
talvolta papere , quali operazioni grafiche erano da seguirsi su di al- 
cuni dati per ottenere o un punto, o una linea , od altro die aves- 
se soddisfatto a talune condizioni. Ciò costituiva l’oggetto de vari 
problemi che quivi trovansi risoluti, e che hanno d'altronde una e- 
stesa applicazione, in molle parti delle rimanenti branche della Ma- 
tematica. . , . . I 

Quando però occorre passare dall’astrazione al fatto, come ncl- 

r applicazione della Geometria Descrittiva alle arti , nella opera- 
zioni geodcUche, nelle ricerche astronomiche, cc: si presenta iiou 
di rado il bisogno della determinazione di qualche quantità, per 
mezzo di un sufliciente numero di dati , ciò che non è sempre stu- 
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dialo ne' libri elementari. Quindi si conosce 'il gran divario , che 
passa tra colui, die prende a guida delle sue operazioni una cie- 
ca pratica, e quello ch'ò rischiarato da’ lumi della scienza. L' uno 
sin da' primi passi trovandosi imbarazzato, o dee per necessità desi- 
stere dalla sua impresa, o facendo uso di metodi balordi, è ben lungi 
dairoUcnere risullamenti esatti. L’altro, retto dalla scienza, come 
scorta infallibile, si eleva nelle sublimi regioni dello astratto, vi 
generalizza la quistione, e poi scendendo al caso particolare, pie- 
namente la risolve, e attigue lo scopo. 

Emerge dunque la importanza di acquistar la faciltà di risolve- 
re ì problemi, che possonsi presentare su' vari soggetti geometrici; 
e non essendo a ciò sufficiente la parte elementare della scienza, 
fa d’ uopo ricorrere a ben più efficace mezzo, quale si è appunto , lo 
studio sulle operazioni della nostra mente, per lo cui mezzo si sco- 
vrono quelle , che bisogna eseguire sulle quantità date , per giungere 
alla conoscenza delle ignote. 

Il complesso delle accennate operazioni mentali, costituisce l'^i- 
nalisi Malemalica, la quale applicata alle varie ricerche geometriche, 
facendo uso delle sole proprietà de’soggetti che entrano in esame , 
o di altri che possono avervi relazione, dicesi Geotnelrica, prendeiuk) 
poi il nome di Algebrica , quando le quantità geometriche si rappre- 
sentano co 'simboli dell'Algebra , c si sottopongono alle sue teoriche. 

Noi esporremo, per quanto la natura dell'opera il consente 1' uno 
e l'altro de’ due metodi, e non mancheremo di far rilevare le 
bellezze di entrambi , sia avendo riguardo alla generalità , sia aUa 
faciltà con la quale si ottengono i risultamenti. 

2. Per poco che si rifletta su la natura delle varie proposizioni 
trattate nella Geometria elementare , e di quelle che in generale 
potrebbonsi foroMre nella sciaiua della estensione, apparisce chia- 
ro come tutte possano essere distinte in tre grandi classi, cioè, in 
proposizioni relative alle proprietà delle lince o dello flgure ; in 
proposizioni il cui oggetto è l' esame de' rapporti esistenti in fra 
alcune determinate parti della cslensiooe, dalle quali conseguita 
la misura delle linee , delle superScie o de'solidi ; c da ultimo. In 
proposizioni relative al sito delle linee e delle figure. Or sebbene 
nella Geometria Piana e Solida esse siano applicete alla retta, al 
cerchio, ed alle figure che uc dipendono, pure non sono solamente 
quelle forme , chè* costituiscono il patrimonio della Geometria nel 
significato ampio della parola : e che sia cosi basta riflettere, che 
studiando ulteriormente su le combinazioni delie forme cloneuUirf, 
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ed anche generalizzando la genesi di alcune, si perviene alla co- 
noscenza di nuove linee, e quindi di nuove forme, le quali, ap- 
punto perchè non conviene studiarle negli elementi della scienza, 
costituiscono i primi materiali della Geometria Sublime. 

Fu perciò che avendo studiate le sezioni di una sfera con un 
piano, si posero ad esame le sezioni prodotte da questo, con gii 
altri solidi elementari; e poiché la combinazione del piano co'poliedri 
e con la sfera , non dava origine a nuove ligure , ottenendosi sem- 
pre o poligoni 0 cerchi , si passò allo studio delle sezioni prodotte 
da un piano con un cilindro, e poi con un cono , e si ebbe cosi idea 
delle forme ABC , DEF , GÒl e KIL , segnate nelle figure , 
che risultano dalle sezioni de’ detti due so- 
lidi con un piano variamente inclinato rispet- 
to agli assi. E come nel cono presentansi in 
alcune circostanze , linee GEH che hanno la 
stessa forma delle sezioni ABC, DEF, fatte su 
d'un cilindro , mentre fra queste non si of- 
frono mai alcune delle sezioni coniche, così si 
potè essere indotto a risguardare le superficie 
coniche , come più generali delle cilindriche. 
Ha poiché dalle definizioni di esse superficie, 
apprese nella Geometrìa Solida , non se ne 
scorge la dipendenu, si fu obbligato di ricor- 
rere ad altro mezzo , per dare idea delle su- 
perficie coniche , e però gli antichi Geome- 
tri immaginaróno poter essere il cono ge- 
nerato da una retta , la quale scorrendo su 
di una linea circolare, si movesse in modo 
da passar sempre per uno stesso punto si- 
giente in piano diverso da quello del cer- 
chio. 

Data cosi la definizione del cono , si com- 
prende che quando il punto è situato a distan- 
sa infinita dal piano del cerchio , tutte le 
posizioni della retta generatrice , avendo ii 
loro punto di concorso infinitamente lonta- 
no, sono parallele , e però costituiscono una superficie cilindrica. 
Fu poi naturale considerare la generatzice indefinita da ambo le 
parti dei punto dato, e si concepì come il suo moto, dà luogo ad 
una superficie distinta in due parti , che bau di comune il detto 
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pauto, come si vede nella figura , e che ai diiamano falde , nap- 
pe, 0 foglie. 

SilTattamente stabilita la genesi del cono , 
chiaro si scorge, come in simil modo si possa 
avere idea di molte altre superficie e linde , 
facendo variare e le generatrici , e le direttrici , 
ovvero quelle che dirigono il movimento. Ma, 
per non allontanarci dal nostro proposito , fare- 
mo ossenare , che quando la retta che unisce il 
dato punto col centro del cerchio, riesce perpen- 
dicolare al piano di questo , si ottiene il cono 
retto , e che potendo essere qualunque la linea 
stabilita per direttrice, si possono avere una in- 
finità di superficie, che tutte oggi van comprese nell' indicaziono 
generica di Siiperficie Coniche : in conseguente resta pure genera- 
lizzata l'idea delle superficie cilindriche , tali nomandosi tutte quel- 
le che possono essere generate da una retta , la quale movendosi 
parallelamente a se stessa, ossia conservando sempre una medesi- 
ma direzione, si appoggia ad una qualunque linea. 

Limitandoci in questi elementi allo studio delie sezioni di un 
cono a base circolare , sia retto, sia scaleno , le quali per antonoma- 
sia diconsi sezioni coniche , ci contentiamo per ora d'indicare i no- 
mi che loro sono stati assegnati , e rimettiamo l' esame delle nu- 
merose 0 belle proprietà di cui sono adorne, dopo che avremo e- 
sposto alquante idee generali, le quali h0i per oggetto , non solo 
di agevolare la soluzione delle quistiooi varie (às possono proporsi 
in geometria elementare, ma anche di appianare lo studio di quel- 
le , che possono versare intorno alle nuove forme. Diremo adun- 
que che o Mb 

Ellissi chiamansi tutte le curve chiuse provvonienti dall'incontro 
di una superficie conica, con un piano non parallelo alla base o 
al lato del cono, c che non incontri la falda opposta. 

Parabole chiamansi quelle sezioni , che si ottengono con piani 
paralleli al lato ; e che in conseguenza , non incontrando la falda 
opposta, hanno due rami infiniti. 

Iperbole da ultimo è il nome delle linee prodotte daU'incontro 
di un piano, con ambo le foglie di una stessa superficie conica , e 
che perciò hanno quattro rami infiniti. 

3 . Ogni quistionc. in geometria si può presentare sotto forma 
di teorema , o di problema , a misura che in essa si contempla una 
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verità, 0 si cerca una qualche cosa deircstensione, che soddisii a 
date condizioni ; non pertanto i teoremi si possono sempre enun- 
ciare sotto forma di problemi, ond'è che studiando i metodi alti 
ad agevolar la soluzione di questi, si acquista benanche la faciltà 
a dimostrare i primi, e quel ch'è più, si presenta cosi non di rado 
la scoperta di nuove verità. 

Negli énunciati de'problemi si distinguono i dati da’questa'. Nei 
dati si comprendono le quantità cognite e determinate, ed anche 
quelle che da esse si deducono, mediante operazioni di nota ese- 
cuzione, e vengono distinti in dati di specie, dati di grandezza, e 
dati di (1(0, o posizione. Sono tra i primi quelle figure di cui so- 
no assegnate tali condizioni da poterne costruire le simili ; un poli- 
gono adunque , come è noto per gli elementi , è dato di specie, 
quando per esso si assegnano tante condizioni quanto è il doppio 
numero de’ suoi lati meno quattro. Che se le figure fossero curvi- 
linee, si diranno pure date di specie, quando si assegnano ì de- 
terminanti della loro somiglianza , delia quale ci occuperemo di 
proposito, dopo di aver esposto altre idee, che ne agevoleranno 

10 studio. 

Una quantità è poi data di grandena, quando si conosce il rap- 
porto che serba ad un’altra omogenea e presa per termine di pa- 
ragone; e debbesi anche riguardare come data di grandezza quella 
quantità di cui sebbene non si assegna esplicitamente la ragione 
con un’altra, pure si additano altre quantità da cui sarebbe noto 

11 modo come dedurre quel rapporto , appunto come è il cerchio, 
quando è nota la lunghezza del suo raggio. 

Finalmente le varie parti della estensione diconsi date di sito, qua- 
lora le une rispetto alle altre occcupano. sempre lo stesso luogo, di 
tal che riesce nota la loro coesistenza. 

In quanto poi riguarda i quesiti, conviene por mente al modo se- 
condo il quale essi dipendono da’ dati. È per essi che i problemi 
ai distinguono in determinati ed itutelerminaii, a misura che le con- 
dizioni espresse neH'enunciato della quistione , stabiliscono tal nesso 
tra i dati ed i quesiti , da far esser questi, ossia le soluzioni , di 
numero individuato , o infinito : cosi quando si propone di condur- 
re una perpendicolare ad una retta, da un punto fuori di essa, es- 
sendovi una sola soluzione, 'Il problema è determinato, al pari dei- 
l'altro, descrivere un cerchio tangente a tre rette , date di posizio- 
ne e non parallele, ove sonovi quattro soluzioni. Che se invece, 
fosse proposto di costruire un cerchio tangente a due sole rette , il 
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problema sarebbe indeterminato , poiché infiniti cerchi potrebbero 
soddisfare la dimanda, e sarebbero appunto tulli quelli, che aven<k> 
il centro in un punto qualunque della linea, che divide l’ angolo 
per metà , fossero descritti con raggio eguale all' una o all'altra , 
delle due perpendicolari, che dal punto preso, si potrebbero abbas- 
sare su ciascuna delle due rette date. 

CAPITOLO II. 

WIx’aSALISI SBOVETaiCA. APPUCAUOia SV M AlCDSl BSaa»l. 

4. Gli antichi geometri, a differenza de’ moderni, non conob- 
bero i vantaggi, che poteansi ricavare dall'uso de 'simboli algebraici 
nella soluzione delle quistioni geometriche, poiché la scienza de' nu- 
meri era allora a’ suoi primordi; e ciò nonpertanto noi ammiria- 
mo tuttavia le soluzioni da essi ottenute di tante e tante quùrtio- 
ui, fra le quali ve ne ha non poche difficilissime. Ciò mostra l'ef- 
ficacia del metodo da essi usato, e che solo poteva essere l'analisi 
geometrica , la quale sebbene sola e unica guida alle loro ricerche , 
é stata poi generalmente omessa nella esposizione , come se avessero 
voluto lasciare ad altri la cura di divinar le vie da essi seguite. 

Tal sistema è conveniente a’ soli elementi della Geometria Pia- 
na e Solida, dovendo essi servire a chi del tutto estraneo alla 
scienza debbe appararne i principi come che si fossero trovati ; ma 
compito un tale studio, è fuori dubbio utilissimo porre in chiaro que’ 
ragionamenti, che hanno condotto alla soluzione , e che, come ab- 
biam detto , costituiscono Tanalisi ; poiché in tal maniera la men- 
te degli studiosi si addestra a quel modo di geometrizzare, ed acqui- 
sta qiiell'attitudinc alla soluzione delle quistioni , della quale abbia- 
mo già dimostrato la necessità. A tal fine , qui in seguito da noi 
vidi ri|)ortala la soluzione di alquanti problemi, accompagnando da- 
scuna con la corrispondente analisi, per istabilir la quale si è fatto 
uso del solo principio regolatore , cioè di supporre vero quel che 
i tn quistione, o come noto quel die si cerca ( secondo che si tratta 
di un teorema, o di un problema); esaminare tutte le conseguen- 
ze che ne derivano, impiegando se occorre ddle altre quantità, che 
si giudicheranno opportune per far meglio scorgere le scandriecoli 
relazioni , che esistono fra le varie parli della figura ; combinar 
le delle conseguenze fra loro e con la supposiziotte , e così di se- 
guilo, sino a che si pervenga ad un assurdo, o ad una verità co- 
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Ifftita, u teorema, oj^ure u problema , ad effettuare un’operasio- 
ne di nota esecuzione , dalla quale dipende la determinazione del 
quesito. 

Questa norma, che costituisce il gran principio di Platone, e 
ricordata da Pappo nelle sue Collenoni Matematiche , è di una ge> 
ncralità troppo estesa , ed appunto perciò riesce vaga nelle appli- 
cazioni alle quali cominciano ad impegnarsi i giovani studiosi ; non- 
dimeno un discreto esercizio diretto da saggio Professore li abi- 
tuerà, c a fissarsi in quelle proprietà de'soggetti geometrici le quali 
hanno relazione con la quistione, e a fare qualche operazione pre- 
paratoria , che li agevoli a scorgere la dipendenza che hanno le va- 
rie parti fra loro, di tal che potran fissare un punto da cui de- 
riva la soluzione. A tanto eseguire è di bene procurare di far di- 
pendere la quistione da un'altra più semplice, e questa da un al- 
tra ancor più semplice, ^hè alla fin fine risulti evidente la ve- 
rità 0 falsità, la possibilità o im|tossibilità della quistione ; nel qua- 
le ultimo caso, ove mai siavi possibilità di soluzione, la si può 
ottenere , eseguendo quelle operazioni , che saranno state ricono- 
sciute convenienti. 

5. È col seguire tali norme die si fa uso del metodo analiti- 
co , sia che gli si faccian servire qual mezzo i simboli algebraici , 
sia che no; e la scienza che mostra quali mezzi si possano adope- 
rare nello stabilire le analisi sulle diverse quistioni circa l'estensio- 
ne figurata, dicesi Gbomethià Axàutica — Intanto è a sapersi, che 
l'esecuzione di quelle operazioni, che in fine saranno state ricono- 
sciuto necessarie per la determinazione del punto ignoto , che ri- 
solve la quistione, costituisce la composizione di un problema; e 
si comprendo di leggieri come giovandosi delle idee già sviluppate 
nell'analisi, si possa contessere la dimostrazione, esponendole con 
ordine inverso , procedendo cioè , daH'ultima verso la prima , cosi 
come trovasi praticato negli esempi da noi riportati. 

6. La esposizione della sola composizione, o costruzione, se- 
guita dalla corrispondente dimostrazione, dicesi fatta con metodo 
Sintetico; ognun vede adunque che non vi può essere, a parlar 
vero, sintesi ma tematica , senza analisi : però è da convenire, 
che quando trattasi non di esporre i metodi d'invenzione, ma 
di far conoscere le molte proprietà di una qualche parte del- 
r estensione, ò utile giovarsi del metodo sintetico come quello, 
che adempie perfettamente lo scopo di apportare all'animo la co- 
noscenza delle verità relative ai soggetti geometrici in c'samc , co- 
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mnnqac linremite , c si è dispensato cosi del tempo necessario alle 
rispettive analisi. 

7 . Per nltimo diremo che ne* problemi, è da por mente benan- 
che alla discussione, la quale consiste, nell’esame delle variazioni 
che subirebbe il numero della soluzioni , a misura che i dati mao- 
tcncndosi dello stesso genere, mutassero grandezza o sito. 

È per questa ultima parte che si determina 

1.0 II massimo numero di soluzioni che può avere un problema. 

2. <* Quando le medesime si riducono a minor numero. . 

3. " Quando il problema è impossibile. 

4. ° In quali circostanze le soluzipni non appartengono d proble- 
ma proposto , sibbenc ad altro che si potrebbe ottenere roodiflcan- 
do alcun poco l'enunciato. 

E cosi per ciascun caso si possono assegnare i limiti, fra’ quali 
deblicsi mantenere la grandezza o il sito de’ dati. 

Ad oggetto di mostrare applicate su di alquanti esempi le cose 
anzidetto , riportiamo la soluzione di pochi problemi, distinguendo 
le analisi, le costruzioui o composizioni, le dimostrazioni, e le 
discussioni. 


PROBLEMA 1.0 

8. Trovare un punto che unito con due altri, si formi un'angolo 
di data grandezza, ed i cui lati serbino dato rapporto. 


Analisi — Siano A e B i due punti dati, ed M ed N le ret- 
te alle quali deblono essere proporzionali le congiungenti il punto 
C cercato con i due A e B , e Analmen- 

te sia EDF l'angolo dato. Supponen- 
B do il problema risoluto sia C il punto 
corcato, sicché si abbia AC: CB=M: N; 
allora nasce subito l' idea che unen- 
do AB si forma un triangolo, il qua- 
le dovendo avere un'augoio eguale ad 
vH un angolo dato, e compreso fra due 
lati proporzionali a due rette date , 
sarebbe simile al triangolo che si formerebbe tagliando nc’lati DE 
e DF del dato angolo , le parti DG e DH , eguali rispettivamente 
ad M ed N, dal che risulterebbe essere gli angoli in A ed in B, 
eguali a quelli in G ed in H ; segue perciò la 




M- 
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Compoalsione — Su’ Iati deH’angoIo dato EDF si taglino , a 
partire dal vertice , le rette DG c DH, eguali rispettivamente ad 
M ed N. quindi unita GH, si costruisca sopra AB un triangolo ABC 
simile all’ altro GDI! e similmente posto; il vertice C sarà il pun- 
to, che risolve la quistione proposta. 

La dimostrazione ò evidente. 

BiMpawlone — Costruendo al di sotto della retta AB un al- 
tro triangolo simile allo stesso GDH e similoiente posto, si ot- 
tiene un secondo punto simmetrico al primo C di già trovato , 
c che al pari di esso soddisfa alle condizioni contenute neU’cnun- 
ciato della proposizione. 

Il nostro problema adunque ammette due soluzioni : e non 
perchè coi seguire un ordine inverso a quello tenuto nel taglia- 
re su' lati dell’ angolo D due parti eguali o proporzionali alle ret- 
te M ed N , risultando un altro triangolo eguale al primo , ne 
seguirebbe che i simili ad esso costruiti al di sopra ed ai disot- 
to della stessa AB determinerebbero co’ loro vertici altri due punti 
appartenenti al problema , di modo che potrebbe dirsi che le so- 
luzioni sian quattro ; poiché è a notare che nell’ enunciazione non 
è considerato come indilTercnte l’ ordine , secondo il quale i lati 
dell’ angolo debbono essere proporzionali alle due rette date, ché 
quando si assegna il rapporto , che debbono avere fra loro i due 
lati, si viene implicitamente a stabilire quale de’ due debbe ave- 
re con l’altro la fissata ragione, o in altri termini qual dei due 
debba stare nel rapporto da antecedente , e quale da conseguente. 

9. Questo primo problema avrebbe^potuto essere analizzato , 
al pari di tutti \uelH che sefpiqiiq| 'ficàmlo uso di considerazio- 
ni ben diverse da quéUe, che soni»! adoperate ; ma a fine di pro- 
cedere con queir ordine che meglio si conviene a’ principianti 
abbiamo creduto esporre la soluzione di ciascuno traendo partito 
dalle idee che sono prime a presentarsi allo spirito di quei che 
han compito lo studio de’ semplici elementi della Geometria pia- 
na. Non per tanto ne’ vari esempi si rilevano sempre con chia- 
rezza que’ principi regolatori pe’ quali sonosi esposti. 

Avvertiamo dippiìi che con l’aver riportato per ogni problema 
la compoiizione prima della discussione , non si è inteso stabili- 
re una regola invariabile di un tal ordine ; che anzi nella solu- 
zione de’ problemi indeterminati non di rado conviene praticare 
il contrario, doà di esporre la discutsione prima della composi- 
zione. •'1 . ■ . . ^ 

2 
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PROBLEMA 2.0 


D 


L 

A C 


10. Dividere una data retta in due parti tali, che il rettangolo 
da esse contenuto sia eguale ad un dato quadrato. 

• 

Aiiallnl — Supposto che AB sia la retta data, e che il puQ- 
to C la divida secoodo T enunciato, basta ricordare la proprietà, 
che hanno le perpendicolari al diametro condotte da un punto 
qualunque della circonferenza , per conchiudere che se intorno ad 
AB come diametro si supponga descritta una circonferenza , ed 

elevata CE perpendicolare ad essa AB, 

M _ dev’essere il quadrato dì questa retta 

eguale a quello clie ha per lato la ret- 
I' ta M ; in conseguenza il problema è 

ridotto a trovare un punto sul semi- 
I \ cerchio descritto su di AB, in modo 
~6~ii che abbassando la perpendicolare al 
diametro, la medesima risulti eguale 
alla retta data M.Sia dunque E questo punto; c poiché tutti quelli 
che disiano egualmente da una retta, sono allogati nella parallela ad 
essa , condotta a tale distanza , cosi costruendo questa parallela , 
il suo incontro con la semicirconferenza risolverà la quistione : per- 
tanto il problema , di che ci occupiamo , potrà essere composto nel 
seguente modo. 

Compoalslone — Da un punto qualunque A della data ret- 
ta , si elevi una perpendicolare AD eguale alla retta M ; daU'e- 
stremo D si conduca una parallela ad AB sino ad incontrare in 
E il semicerchio descritto su di questa : da E si tiri la EC paralle- 
la od AD , ed il punto C, ore incontra il diametro AB, sarà quello 
che risolve il problema , siccome é facilissimo dimostrare. 

DUcassione — La parallela, che daircstrcmo D si mena alla 
retta data , incontra in due punti la semicirconferenza , quindi 
due punti della retta risolvono il problema ; ma come tale parallela 
si deve tirare da una distanza eguale al lato del quadrato dato , 
risulta chiaro che affin di esser possibile il problema conviene che un 
tal lato fosse minore del raggio del cerchio, ossia della metà della ret- 
ta data , o tutto al più eguale; e le soluzioni saranno due nel primo 
caso , ed una nel secondo: che se il lato del quadrato proposto fosse 
maggiore della metà della retta, il problema sarebbe impossibile. 
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PROBLEMA 3.» 

1 1 . Data una retta dìeiderla in due parti in modo , che la 

differenza de'loro quadrati equivalga ad un dato quadralo. 

AhmIIsI — Sia AB la retta data, MN il lato del dato qua- 
drato, e C il punto cercato; poiché la diflcreiiza del quadra- 
to di BC sul quadrato di CA , dev'essere eguale al quadrato di 
MN , ne segue che le tre rette dovran- 
no poter fornaare un triangolo rettan- 
golo di cui BC ne fosse ipotenusa: se 
dunque, per costruire tate triangolo, 
dotr estremo A si tirasse perpendicolar- 
mente ad AB la retta AD , e si faces- 
se uguale ad MN, il punto C dovrebbe di- 
stare egualmente da D, e da B, ed in con- 
seguenza sarebbe il vertice di un trian- 
golo isoscele che avrebbe per basa la eoiigiungeotc DB ; quindi il 
problema proposto può avere la seguente composizione. 

CoMapoalxloBc — Da un’estremo della data retta, le si ele- 
vi la perpendicolare AD eguale al lato MN del quadralo ; si unisca 
DB, e dal suo punto medio E, si tiri ad angoli retti la EC, la 
quale si prolunghi sino ad incontrare la AB nel punto C, che sarà 
il cercato. 

INmMtriuKlaike — Poiché C é un ptinto della perpendicolare ele- 
vata dalla metà di BD, sarà CB=CD, ma CD — CA =AD=MN, 

^ a M 

dunque sarà pure BC — CA = MN. 

— La perpendicolare eguale al lato del quadrato, se 
si fosse condotta per l’altro estremo B della retta, si sarebbe ot- 
tenuta una seconda soluzione in C'. 

È notevole intanto che il segmento minore, avendo riguardo alla 
costruzione , dee risultare da più in più piccolo , a misura die la 
data differenza supponesi da più in più grande, in maniera che, se 
la differenza data ò quanto il quadrato della retta do dividere, la 
costruzione determina su questa uno de’ suoi estremi per punto di 
soluzione, di tal che il segmento minore si annulla, uniformemen- 
la a ciò che si comprende a priori. Però se il lato dui quadra- 
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tu dalu fosse maggiore della retta da dividersi , come AF , appli- 
cando la sopra indicata costruzione, si otterrebbe un punto C" 
' che non è compreso fra gli estremi della retta proposta, e per il 
quale si verìQca non pertanto, chela differenza de' quadrati delle 
sue distanze da' detti estremi eguaglia il quadrato dato : ne segue 
perciò che il problema proposto è un caso particolare dell'altro; 

Trovare un punto su ìa direzione di una retta, in maniera 
che ìa differenza de' quadrati dette sue distanze da due altri as- 
segnati su la medesima retta , risulti eguale ad un quadrato dato. 

PROBLEMA 4.» 

12. Data la retta AB, (rotare tu di essa un punto E, U quale 
unito con gli altri due C e D anche dati, riesca V angolo AEC 
eguale all'altro DEB. 

Analiitl — Suppongasi risoluto il problema, e sia E il punto 
cercato. Per rilevare le conseguenze che emergono da tale sup- 
posizione , conviene trattandosi di angoli , ricorrere alla proprietà 

delle Ggure simili od eguali; e 
qui la prima idea che si presen- 
ta, è di abbassare da' punti dati, 
le perpendicolari CG e DII su la 
retta AB, le quali mentre sareb- 
bero due quantità date , poiché 
dipendono da operazioni di no- 
ta esecuzione , darebbero luogo 
a' due triangoli CEG, DEH che 
risulterebbero simili solo quan- 
do il punto E adempisse le con- 
dizioni del problema, e si a- 
vrebbero allora le proporzioni 
CG ; DH=GE : EH , CG : DH=CE ; ED, CE : ED = GE : EH 
delie quali ciascuna si può riguardare come appartenente ad un nuo- 
vo problema , dalla cui soluzione dipende quella del proposto ; ed 
alBnchè questa riduzione fosse vantaggiosa, conviene riflettere su 
ciascuna delle proporzioni, per vedere quale corrisponde ad una 
quistione più semplice della primitiva : tanto eseguendo non si du- 
rerà fatica a comprendere , come per mezzo della prima, la qui- 
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stione è ridotta a dividere la nota retta GII, in due parti che ab- 
biano il dato rapporto di CG ad HD, la qual cosa essendosi im- 
parata negli elementi, farebbe avere al problema la seguente com- 
posizione. 

C«iupoalxi*iie — Da’punti C e D si abbassino su la retta 
AB le perpendicolari CG e DH : da uno de' punti G o II , p. e. 
da G, si tiri ad arbitrio una retta GK, su la quale, a par- 
tire da G, si tagli Gl eguale a CG, e di seguito IK eguale a 
DH; unita KH, le si meni dal punto I una parallela IC; il pun- 
to E, ove questa incontra la retta data AB, è quello che risolve 
il problema. 

mn, — Essendo EI parallela a KH sarà IG: IK : : GE: EH, 
ma Gl = CG ed IK = DH, perciò CG : DH : : GE : EH, d’onde 
ne segue che unito il punto E con G e D , i due triangoli ret- 
tangoli che n'emergono, hanno un’angolo eguale, compreso fra 
lati rispettivamente proporzionali, c però sono simili, ed in con- 
seguenza l'angolo AEG sarà eguale all’altro BED. 

DlMOMione — La costruzione precedente fa comprendere co- 
me il problema ammette sempre una soluzione , e che il punto 
cercato si dee trovare sempre alla parte della data retta, che 
trovasi intercetta fra le perpendicolari che le si abbassano da’ pun- 
ti dati: e se le distanze de'punti C e D dalla retta AB, fossero 
eguali , il punto cercato sarebbe il medio della retta GII. 

Inoltre poiché GE : EH = GC : DH , ne segue che il punto 
cercato si avvicina di più a quella delle perpendicolari, che ò la 
più corta. 

L’ analisi di un problema può esser fatta in diflTercnti modi , 
e la differenza è dovuta alle diverse idee che si presentano in 
prima alla mente di chi cerca la soluzione ; cosi nel presente e- 
seropio , se si riflettesse che la somiglianza del triangolo EGC al- 
l’altro EDH fa risultare quest' ultimo eguale a quello che si for- 
merebbe dall' altra parte della EU , prolungando CE c DH sino 
al loro incontro in M , nascendone HM = DH, ne seguirebbe que- 
st’ altra soluzione : si prolunghi la perpendicolare, che da uno dei 
due punti si mena alla data retta , fin tanto che il prolungamen- 
to palagi la parte compresa tra il punto e la retta ; si unisca 
r estremo con l'altro punto dato , e l' intersezione di tal congiuii- 
gente con la data retta , determinerà il punto che risolve il pro- 
blema. 

13. Questa seconda soluzione ò più elegante dalla prima, tali do- 
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vcodo reputarsi quelle, che esigono l’uso di poche operazioni gra- 
fiche, e delle più semplici : ed è a notare, che l’ esecuzione di 
tutte le operazioni, che senrono alla soluzione di un problema, deb- 
b' essere regolata in modo da impiegare gli stessi dati della qoi- 
slionc ; la qual cosa esigendo un minor numero di operazioni gra- 
fiche, riesce di grande utilità nelle applicazioni che potrebbe a- 
vere il problema. 

PROBLEMA 5.* 

11. Dato un punto D fra’ lati di un’angolo rettilineo, BAC, 
tirare una retta in modo , che le parti intercette fra U punto ed 
t lati, stiano in data ragione. 

A»alUI — Suppongasi il problema risoluto , e sia EF la ret- 
ta che passi pel dato punto D, in modo da essere FD : DE : : M : N; 
or per determinare la retta EF, che deve già passare pel ponto 
D , bisognerebbe conoscere la posizione 
di un’altro de' suoi punti, ed è naturale 
la ricerca di uno di quelli ove essa in- 
contra i lati deir angolo : cerchiamo a- 
dunque di determinare p. e. il punto E ; 
c come la posizione di un punto divicn 
nota , quando è tale la grandezza e la 
posizione di una retta di cui esso n’ è 
un estremo, cosi la quistioiie è ridotta 
a trovare la grandezza della retta AE; 
per tanto è necessario esaminare a quali 
condizioni essa deve soddisTare, ed un 
tale esame in prima dà solo conoscenza 
di essere AE lato di un triangolo AFE, 
di cui l'aitro lato EF è diviso nel punto 
D secondo la data ragione; e da ciò segue spontanea lidoa, che 
se anche l'ignoU retta AE fosse divisa nello stesso dato rapporto, 
la DG, che congiungc il punto D con quello di divisione G , ri- 
8ultcrci)be parallela all’ altro lato dell’ angolo ; ed allora dovendo 
essere FD : DE = AG : GE, si vede che il punto E, si può otte- 
nere trovando, invece della AE, la retta GE , che è quarta pro- 
|iorzionale in ordine alle quattro rette date, M, N, ccl AG ; e per- 
tanto il problema si può comiiorre nel teguculc modo. , 
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CompMlzloBe — Si conduca dal punto D la DG parallela alla 
A.B , quindi su questa ultima, a partire da A , si taglino di se- 
guito le due rette AH ed HL , eguali rispettivamente ad M ed 
N ; ciò fatto si unisca GH , e per L le si tiri una parallela ; il 
punto E , ove questa incontra il lato AC , sarà il cercato. 

BinioaSrasloiar — Per costruzione si ha DG parallela ad AF, 
ne segue perciò FD : DE :: AG : GE :: AH : IIL :: .M : N. 

Dla«nMaloiie — La esposta soluzione si è fatta dipendere dal- 
la DG, che dal punto dato si è tirata parallelamente alla AB, e 
n’ è seguito che della retta cercata il segmento FD adiacente ad 
essa AB ha col rimanente DE lo stabilito rapporto. Risulta da 
ciò, che se pel dato punto D si meni Dg parallela all’altro lato AC 
dell' angolo dato , e si taglino su questo le due Ah , hi rispet- 
tivamente eguali ad M ed N, si otterrà un altro punto e, il qua- 
le unito con D darà luogo ad un’altra retta ef di cui i segmenti 
cD, l>f hanno fra loro un rapporto inverso a quello, che passa fra’ 
segmenti della prima retta EF. Sicché resta ad esaminare se taglian- 
do su la AC due parti, di cui la prima fosse eguale ad N, e la 
seconda ad M, si otterrebbe la medesima soluzione EF; or tanto 
praticando non si stenterà gran fatto per convincersi die risolve 
il problema la sola retta EF , della quale conoscendosi il punto D, 
se ne determina un’altro E o F, facendo uso della prima o della 
seconda parallela. 

Non ispingiamo più oltre la discussione a Gne di mantenerla fra' 
limiti, che per ora crediamo convenienti; però non vogliamo an- 
dasse inosservato che i lati dell’angolo, essendo due rette date di 
posizione, dan luogo ad un caso singolare, ed è quando suppongonsi 
parallele, chè allora il problema sarebbe impossibile o indeterminato , 
a misura che la data ragione diG'crisce o eguaglia quella che ser- 
bano fra loro le distanze del punto dalle due rette parallele. 

PROBLEMA 6. 

15. Da un punto D, dato sul perimetro di un triangolo ABC, 

condurre una retta , che ne divida l’arca in due parti equivalenti, 

Anallal — La retta DE condotta dal punto D, assegnato sul lato 
AC, sia quella che risolve il problema, dimodoché il triangolo ADE 
uguagli la metà del proposto, ossia quello che si formerebbe unen- 
do il vertice C col punto medio F del lato opposto , quale ap- 
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punto è il triangolo ACF ; cd avendo essi la parte ADGF di co- 
mune, no segue che la quistione si è ridotta a tirare la retta DE 
in mo<lo da far risrdtare il triangolo CDG eguale all'altro EGF. 
Por poco che riflettasi la forma che prendono questi triangoli , 
al cambiar del proposto , ed al mutar la 
posizione del punto D , sì comprenderà 
che la loro eguaglianza, per qualche caso 
particolarissimo potrebb’ essere di coinci- 
denza, ma che in generale dev’essere die- 
quivalenza. Or i due triangoli CDF ed EGF 
avrebbero eguale superficie se fossero equi- 
valenti gli altri EDF , c CDF che si formerebbero unendo DF ; ma 
questi avendo la medesima base, sarebbero tali, se stessero fra le 
medesime parallele; però essendo dato il punto C, l'altro E sa- 
rebbe determinato, se si menasse dal primo la retta CE parallela 
alla DF che unisce due punti determinati ; quindi il problema po- 
trebbe avere la seguente composizione. 

eampo»lci*n« — Si unisca il punto D con quello di mezzo 
di uno de' due lati rimanenti , che sia F, c nel dato triangolo 
dal vertice opposto a questo punto F si conduca una parallela CE 
alla congiungcnte DF ; si unisca il punto E con D , e la retta DE 
risolve il problema. 

nimoMiraBlonc — Unendo CF si hanno i due triangoli CDF 
ed FED costruiti su la medesima base FD , c tra le medesime pa- 
rallele , i quali sono perciò equivalenti ; cd aggiungendo di comune 
la parte AFGD, sarà il triangolo ACF eguale aH’altro EAD, ma 
il primo è la metà del proposto , onde l’altro EAD sarà anche 
tale, e perù la retta DE partendo dal dato punto D divide il 
triangolo dato in due parti equivalenti. 

DiKcuMMlone — Quando il punto D fosse situato sul mezzo del 
lato AC, come in D', è chiaro cho la retta, die l'unisce col ver- 
tice opposto B, sarà quella che risolve il problema, e la costruzione 
precedente si accorda con ciò ; poiché quale che sia quello de’ri- 
mancnli due lati , che sì divìde per metà in F, sarà sempre la 
congiungcnte D'F parallela al terzo lato ; ed in conseguenza la 
parallela che si mena dal vertice opposto al lato bisecato , si 
confonderà col terzo lato del triangolo, ed il loro incontro dovrà 
succedere sempre nel punto B. Ma se il punto D non è dato sul 
punto medio di AC, allora della retta che lo congiunge con F la 
parallela condotta per C, vertice opposto ad F , cadrà dentro il tri- 



Digitized by Google 


CAPITOU) II — DELL’ ANAllSI GEOHETMCA. 17 
angolo, se il punto D stia nella metà della retta AC adiacente al 
vertice C, e si avrà una soluzione, mentre essa parallela cadrebbe • 
fuori il triangolo proposto, e quindi non vi sarebbe soluzione se- 
condo l’enuDciato, se il punto D stesse neH’allra metà del lato 
AC, come in D". Avverrebbe il contrario se, stando sempre il 
punto sul lato AC , si considerasse quello di mezzo dellaltro lato 
fiC. Segue da ciò che la soluzione è sempre unica, e per otte- 
nerla conviene dividere in due parti uguali quel lato, che passa 
per l'estremo della metà dell’ altro ove giace il punto dato. 

16. Nelle analisi di alcuni tra'precedcnti problemi, si è dovuto 
osservare come siasi venuto a capo della soluzione, facendola di- 
pendere da altra di quistione più semplice. Uniformemente a ciò 
che accennavamo di sopra ò questo un ripiego, che agevola gran- 
demente la soluzione delle quistioni complicate, e però ne fare- 
mo ora l'applicazione in una maniera più esplicita. 

PROBLEMA 7. 


17.—- Tirare una secante cùtnune a due cerchi in modo che la 
parie intercella in ciascuno sia di gramezza data. 

Analisi — Sia la retta AB quella che risolve il problema, cioè 
tale che le porti di essa AD ed EB intercette ne’ cerchi dati APD, 

M EBR , siano rispettivamente eguali alle date ret- 

M teM ed N: adunque tutte le condizioni alle quali 

debbono soddisfare le due rette AD ed EB , si 
riducono; 1.® a dover essere iscritte rispettiva- 
mente ne'due cerchi; 2.® nell’essere eguali alle 
M ed N ciascuna a ciascuna ; 3.® e di stare inol- 
tre allogate in una medesima linea retta. Le pri- 
me due condizioni conducono naturalmente alla 
idea d’inscrivere ne’due cerchi le due rette PQ ed 
RT eguali corrispondentemente ad M ed N, il che 
potendosi eseguire in inOniti modi , dà occasione 
a riflettere che tutte le corde del cerchio APQ 
^ eguali a PQ , essendo equidistanti dal centro deb- 
bono essere tangenti al cerchio descritto col cen- 
tro C ed intervallo CF : lo stesso ragionamento 
ripetuto per l’altra corda RT, fa subito comprendere come il pro- 
blema dipende dal seguente. 

3 
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PROBLEMA 8. 

18. — Tirare wna tangente comune a due cerchi dati. 

AhaIUI — S ia AB la tangente comune cercata : è diiaro che per 
fissare la sua posixione converrebbe conoscere il punto E ove essa 
incontra la congiungente i due centri , poiché basterebbe allora con- 
durre per esso la tangente ad uno dei 
cerchi. Or per determinare il punto E, 
è d'uopo conoscere la lunghezza di una 
delle rette CE, OE di cui è già co- 
gnita la posizione : occupiamoci a de- 
terminare p. e. la OE, conviene per- 
ciò esaminare in qual modo essa di- 
pende dalle quantità date, che nel no- 
stro caso sono le rette AC, BO in 
grandezza, e CO in grandezza ed in 
posizione; ma quando il punto ignoto E 
soddisfa alle condizioni volute , emer- 
gono simili i due triangoli EAC, EBO, 
od in conseguenza si possono avere 
varie proporzioni coi loro lati; tra 
esse però conviene notar quella la 
quale contenendo la retta ignota OE, 
ha poi il maggior numero di quantità 
note , ed a tanto adempie in parte la 
sola proporzione AC : BO :: CE : OE 
nella quale sebbene vi sono ignoti i 
termini del secondo rapporto pure la 
loro differenza CE — OE=CO 6 no- 
ta ; si è cosi indotto a fare il dividendo nella proporzione prece- 
dente , e si ha AC — BO : BO : ; CO : OE donde risulta risoluta la 
quistione, poiché dipende dalla determinazione di una retta, che 
sia quarta proporzionale in ordine a tre rette date. 

Quest' analisi conviene all' ipotesi che la tangente stesse da 
un medesimo lato rispetto a’ due cerchi, ma essa polrcbb'essere 
situata come IM, cioè che avesse incerchi in parti opposte: al- 
lora per trovare il punto E', la considerazione de' contatti mene- 
rebbe subito all'esame de’ due triangoli CE'l, ME'O che sono si- 
mili, da’ quali mediante la proporzione CE' : E'0=CI : OM si ver- 


E 
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rebbe a conoscere come il punto E' diyide la distanza de’ centri 
in parti proporzionali a’ raggi de* cerchi che ad esse sono adiacenti. 

Ciò posto il problema si può comporre nel seguente mudo. 

C«Mipoalsl*De — Per far servire i dati della qnistione nel de- 
terminare la quarta proporzionale che risolve il problema , dovendo 
esibire un angolo, quale che sia, ci serviremo di quello formato dalla 
retta OC , con un raggio qualunque CI del cerchio maggiore , per 
poter tagliare su questo una parte IL uguale al raggio minore; poiché, 
ciò fatto, si trovano belle e disposte le tre rette CL, LI, e CO in 
ordine alle quali volendo trovare la quarta proporzionale, basterà 
unire OL e condurle da I una parallela IKE la quale incontrerà 
la linea dei centri in E , che sarà il punto da cui condotta una 
tangente od un cerchio risulterà anche tale rispetto all'altro. 

Qui però è bene osservare, che se dal punto O si tiri OK pa- 
rallelamente ad IL, fino ad incontrare la retta lE in K, la figura 
LK sarà un parallelogrammo, e quindi 0K=1L, ma IL eguaglia 
il raggio minore, quindi K sarà l'estremo di un raggio minore pa- 
rallelo od JL, e da ciò segue, che per trovare il punto E, basta 
condurre da O, e C due raggi paralleli, poiché la congiungente 
i loro estremi determinerà su la linea de'centri l'ignoto punto E. 

Questa composizione ha il vantaggio di convenire all uno ed al- 
rullro de' due casi discussi , poiché se i raggi paralleli si tirano 
in sensi opposti, come CG ed OP, la retta PG che ne unisce gli 
estremi determinerà il punto E' che anche risolve il problema , 
uniformemente al discusso nella i2,* parte dell'analisi. 

nimoNtrazlone — Se dal punto E si meni la Eli tangente 
al cerchio minore in B, dico che sarà anche tangente al cerchio 
maggiore; in fatti, unita OB se dal punto C le si meni una pa- 
rallela CA, sino od incontrare in A la retta EB prolungata, ikù- 
ché la retta EA si è tirata tangente al cerchio BMII, sarà perpen- 
dicolare al raggio OB , ed in conseguenza anche alla sua parallela 
CA, onde i due triangoli EGA , EOB avendo un'angolo comune in 
E, saranno simili e daranno la proporzione CE : OE : : CA : UH; 
ma il puntoE si èdctcrminato in modo da far essere CL: LI ::CO:OE 
ossia componendo CI : OK=CE : OE, quindi (>el rapporto comune 
a questa ed alla penultima pro|)orzione si ha CA;OB=CI:OK; 
ma OB=OK, quindi anche CA eguaglia CI , e perciò la retta EA, 
essendo perpendicolore all'estremità del raggio CA, sarà tangente 
al cerchio lAG del pari che all'altro. ragionamento si fa- 

rebbe relativamente al punto E'. 
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BlMUMione — Da ciascano de’ punti E ed E', potendosi con- 
durre due tangenti ad un cerchio, le quali debbono toccare an- 
che l’altro, ne- segue che in generale il problema ammette quattro 
soluzioni, come si veggono marcate nella figura precedente; ed è fa- 
cile comprendere che se i cerchi si toccassero esternamente, vi sa- 
rebbero tre soluzioni, mentre non sarebbero più che due quando i 
cerchi s'interscgassero, ed una sola ove mai si toccassero interna- 
mente. Cile se i cerchi stando l’uno dentro l' altro, non s’incon- 
trino, non vi sarà soluzione. 

Da ultimo è da osservare che se i cerdii proposti suppongansi 
eguali, le tangenti esteriori diverranno parallele alia retta de’cen- 
tri , ond’ è che in tal caso i due corrispondenti punti di contatto 
restano immediatamente determinati dagli estremi de’ due raggi 
perpendicolari alla stessa retta de' centri; mentre le tangenti in- 
teriori passano pel punto medio della retta che congiunge i due 
centri. 

19. — La riduzione di un problema ad altro di più facile so- 
luzione , è talvolta evidentissima , mentre tal altra non la si può 
praticare senza la cognizione di alcune verità che ordinariamente 
non sogliono andar comprese nella parte elementare della scienza. 
Amendue queste circostanze si verificano nell’esempio seguente. 

PROBLEMA 9. 

20. — Iscrivere in nn cerchio, un gttadrilaiero tale che una 

delle diagonali e tre de'suoi lati passassero per altreUanli pun- 
ti dati. 

Ataallni — Supposto risoluto il problema , la semplice ispe- 
zione della corrispondente figura farebbe rilevare che il quadrila- 
tero resta diviso dalla diagonale in due triangoli de' quali uno ha 
i tre lati che passano per tre punti , e l' altro con aver questa 
medesima diagonale per base , avrà pure uno de' rimanenti suoi lati 
che passa per un dato punto. Sicché la soluzione del problema pro- 
posto dipende dalia determinazione de'due triangoli che soddisfino 
alle anzidette condizioni. 

Or poiché evidentemente il secondo de’due problemi dipende esso 
stesso dal primo, cosi è chiaro potersi costruire il chiesto quadri- 
latero quando si saprà costruire il primo triangolo. Dipende adun- 
que la proposta quistionc dall’altra. 
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PROBLEMA 10. 

21 . /« «n dato «erdiio Ucrivere un triangolo i cui lati passino 
per (re punti dati. 


Anik1l«l — Anuncsso che ABC sia il triangolo richiesto i cui 
lati avendo gli estremi nella circonferenza data ABDC passino per 
ì punti M , N , P anche dati , si vede che il problema sarebbe 
risoluto se si sapesse determinare il pun- 
to B in modo che unito con i due dati 
U ed N risultassero allogati su d' una 
medesima retta gli altri tre punti A , C 
e P. Stando cosi le cose si comprendo 
/d come l'esame delle conseguenze prove- 
nienti dalla giacitura in linea retta dei 
tre punti A, C, P, poiché due di essi 
. SdebtxHio stare su la circonferenza , de- 

N " v’ essere indubitatamente agevolato dalla 

conoscenza di qualche proprietà del cerchio che può avervi rela- 
zione, Ora nel cerchio si verifica , che se da due punti dati M 
ed N si conducano due rette ad un medesimo punto qualunipte li 
di una circonferenza anche data , e se dall altra sezione A di que- 
sta circonferenza con una delle dite rette, si meni una corda AD 
parallela alla retta 91 N, se uniscasi l' altro estremo D della cor- 
da con l' intersezione C della rimanente retta con la stessa circon- 
ferenza , la congiungente DC passerà sempre per un medesimo 
punto E della retta 9IN (*). Supposto adunque che un tal teorema 



(•) Qocsla proprietà del cerchio conoscinla dagli Anticlii si rileva dalla segiicnio 
propoeiiione delle collezioni Malcmalichc di Poppo , che come vedesi si riferisce 
ad nn caso parlicolaro del nostro problema. 

CirculoABC potùione et fìatis tribus punetts 3f, JY , Q, in recto linea^ 

in/Iectere 9fpy,el faeere AC in directum ipit C^p .— iam sit, et per A 
ipsi MQ parallela dacatur ADj et junrta DC ad E jtrodueatitr. Antpilns 
Iwr ADC , hoc e$t angulue B est aequalis angnto CEQ , ergo i» circ«/o jorU 
B^C,Ef Af punctaj oc propterea rertangulutn B^C acquale est reetangulo 
4 Ìa<um autem est rectangulum BNC rum sit acquate quadralo ejus lineae , 
quae a puncto N dìsela eirculum contingit fCrgOf et reotangulum Af^E est da- 
tum, atque data est BDf , data igitur et NE, ted et posiiione, et datum est 
pvnctum Et qaare et ff- Itaque a duoÒus punctie datis E, Q inflexa est ECtJ, 
ila DÀ spti ENQ parallela tit , hoc aul^m ante demontlratum tti , dolum 
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si presentasse allo spirito di chi si occupa dell' attuale ricerca , 
non si durerà grandissima fatica per proseguire la cominciata a- 
nalisi , ed in coerenza ai già detto immaginando (*) che dal pun- 
to A sia tirata la AD parallela alla MN ne segue che allora il 
punto E, ove la congiungente DC incontra la MN, sarebbe de- 
terminato , e risulterebbe da ciò che quando i tre lati del trian- 
golo ABC passano per i dati punti , la retta AD che unisce le 
altre intersezioni delle congiungenti EC e PC, con la circonfe- 
renza dee risultare parallela alla retta MN, c per tal ragione il 
problema che ci occupa può farsi dipendere dall’altro. 

PROBLEMA 11. 

22. Trovare su di una circonferenza un punto C che unità con 
due altri dati E e P , la corda AD, che unisce le altre inter- 
sezioni delle due congiungetUi con la circonferenza , riesca pa- 
rallela ad una retta data MN. 

Analisi — Ripetendo i medesimi ragionamenti fatti pel pro- 
blema precedente, risulta che menando dal punto A la AF pa- 
rallela ad EP ed unendo FD, questa andrebbe anch’essa ad incon- 
trare la EP in un dato punto G , il quale si può determinare 
come si ò fatto vedere nella nota alla pagina precedente. Segue 
da ciò che quando i punti A c D son vertici del triangolo ADC, 

igilur est punetum C ; sed et ff, ergo positione est Cìf, ted et cireulus datus est, 
deuum igitur est punctum B; est autem BM datum, ergo DA positione datar. 
Componetur autem problema hoe modo ee. Pippi,Alei. lib. 7,Prop- CXVII, 
Dalla riportata analisi risalta clic per determinare il punto E basterebbe 
menare da N una errante arbitraria NCB e quindi tagliare della MN , da N 
verso M , la NE quarta proporzionale in ardine ad NM , NB , ed NE , ovvero 
terza proporzionale io ordine alla strssa NM ed alla tangente al cerchio condotta 
dal puntoN; ma questa ultima determinazione nou sarebbe generale pcrchi inap. 
plicabile al raso in cui il punto N stesse dentro del cerchio. D’altronde merita 
pure di essere osservato che sia nell’uno sia nell’ altro modo di determinazione, 
per poeo che si perdano di visu le condizioni della figura , si rimane nella in- 
certezza del sito del punto E , eioè a dire se il segmento NB debba Uigliarsi 
da .N verso M, o in senso opposto. Perciò a noi sembra che la maniera più na- 
turale di determinare il punto E sia quella di servirsi dello stesso teorema con 
menare ad un punto qualunque B della circonferenza le secanti MAB , NCB, 
che allora tirando da una delle sezioni p. e. A la corda AD parallela ad MN , 
la DC segnerà su questa M.>l il punto E di coi si tratta. 

(■) La figura della pagina segucDto può essere adoperata per tallo ciò ebo 
laggesi in questa. 
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pel quale si veriGcano lo condizioni espresse Dell' enunciato, saran 
pure vertici di un triangolo ADF, il quale essendo iscritto nella 
data circonferenza dee avere due iati AD ed AF paralleli alle due 
rette di data posizione MN , £P, e di cui il terzo lato dee pas- 
sare per un dato punto G ; sicché in virtù di taie deduzione sia- 
mo impegnati aH’attra quistione 

PROBLEMA 12. 

23. Jn un dato cerchio iscrivere un triangolo AFD , in modo 
che i due lati AD ed AF, sian paralleli a due rette MN ed FP 
date di posizione e che ti terzo lato FD passi per un dato 
punto G. 

Annusi — Se nel triangolo AFD si verificano l'enunciate con- 
dizioni , è naturalissima conseguenza che l’ angolo DAF dev’ es- 
sere eguale a quello formato dalle duo 
rette MN, EP; ma tutti gli angoli 
eguali iscritti nella medesima circon- 
ferenza , sottendono archi eguali , o 
questi corde eguali, dunque poiché 
tale corda si può determinare , for- 
mando nel centro del cerchio un'an- 
golo eguale al doppio diélEP, il pro- 
blema in esame è ridotto finalineiilu 
a condurre da un dato punto G una 
secante al cerchio Ule che la corda intercetta risultasse eguale ad 
una retta data; quistione che, atteso la sua semplicità, si può im- 
mediatamente far dipendere dall'altra riportata in tutte le istitu- 
zioni di Geometria elementare, menare cioè da un dato punto 
una tangente ad un cerchio; ovvero dalla descrizione su di OG 
del segmento di cerchio capace di un angolo OFG il quale è dato 
poiché conseguente dell'altro OFD=FOI=FAD=MEP. 

24. —-Riordinando adesso tutte le deduzioni fotte ne' proble- 
mi da più in più semplici , a’ quali ha dato luogo quello proposto 
nel numero 21 , ne conseguita potersi costruire nel seguente mo- 
do che é appunto quello esibito per la prima volta da Annibale 
Giordano (*). 

{•) Vedi gli OpascoU Matcmslki della Kuola del sig. Nicola Pergola, pag C. 


Il 
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CompMisloite — Uniscansi due de’ tre punti dati p. c. M 
ed N, e dividasi in E la congiungente ]IIN, sicché il rettangolo di 
MN in NE pareggi il quadrato dalla tangente (V. noia pag. gl e 22) 
condotta per N al circolo ABD. Similmente unita la EP si trovi 

nella sua direzione il punto G in ma- 
niera che il rettangolo di PE in EG 
sia uguale al quadrato della tangente 
tirata da E al medesimo cerchio. Dal 
punto E si elevi la EH perpendico- 
lare ad MN e si costruisca su di OG 
il segmento di cerchio capiente l’ an- 
golo GEH , che interseghi in F il 
dato cerchio. Inoltre si congiunga la 
GF che tagli in D il dato cerchio: 
indi si uniscano DE, NC, e PC di cui le due ultime incontrino il 
medesimo cerchio negli altri punti B ed A; e flnalmente si tiri 
la BM la quale dovrà passare per A , sicché ABC sarà il trian- 
golo richiesto. 

»inuHitraKlonc — Si congiungano la retto AD , AF e dal 
centro O si tiri la 01 perpendicolare su di FD. Perchè il ret- 
tangolo di GE in EP per costruzione eguaglia il quadrato del- 
la tangente al cerchio condotUi per E, e questo medesimo qua- 
drato eguaglia il rettangolo di ED in EC , ne segue PE: ED = 
EC : EG , e però i due triangoli EPC , EGD che han di comune 
l'angolo in E e proporzionali i lati intorno ad esso, sono simili, 
ed in conseguenza l’angolo EPC eguaglia EDG o il suo eguale 
CAF ; dunque le due rette EP ed FA venendo intersecate dalla 
terza PC fan l’ angolo esteriore eguale all’ interiore ed opposto , 
saranno quindi parallele fra loro. 

Dippiìi essendo per costruzione l’angolo GEH eguale a GFO , e 
questa eguale a’ due FOI, GIF ne segue che il primo cioè GEH 
eguaglia i medesimi due, e perciò togliendo di comune l’angolo 
retto resterà MEP=FOI, ma FOI essendo metà dell’angolo fatto 
nel centro 0 eguaglia DAF, dunque MEP=DAF, e poiché a tali 
angoli eguali si sono dimostrati paralleli i lati EP, AF ne segue 
che anche gli altri due AD ed MEN saran paralleli fra loro, e l’an- 
golo CDA eguaglierà il suo alterno CEN. Or per la costruzione 
il rettangolo di MN in NE pareggia il quadrato della tangente 
al cerchio condotta per N , e questo quadrato eguaglia l’altro ret- 
tangolo di BN in NC, si ha diuique MNXNE=NBXNC da cui 


II 
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MN : NB = NC : NE e quindi i due triangoli MNB , ENC che 
hanno comune l' angolo in N sono simili , dal chò segue che 
l'angolo M£N eguaglia l’altro CEN ; ma questo si è dimostrato 
eguale all'altro CDA, dunque dovranno essere anche eguali i due 
CDA, CBM, e per conseguenza il lato BM dovrà passare pel punto A. 

DincnKiiiloiir — Sia che il problema in esame si faccia dipen- 
dere dalla descrizione di un segmento circolare su di una data 
retta , capiente di un’angolo dato ; sia, come accennavamo in fine 
dell' analisi , dalla tangente ad un cerchio condotta da un dato 
punto; si han sempre due punti di riduzione, c però in generale, 
il problema del n.® 21 al quale ha dato luogo quello che lo pre- 
cede , ammette due soluzioni. 

L’esame delle di^erse circostanze che si possono verificare in 
questo problema ci farebbe dilungare di troppo , ond.ò che ci con- 
tentiamo solamente accennare, che per alcuna posizione dei punti 
il problema avrebbe una sola soluzione , mentre per tal’ altra sa- 
rebbe impossibile. 

Stimiamo ora superfluo di ritornare su la quislione del n.® 20, 
dappoiché la sua risoluzione è una conseguenza immediata della 
risoluzione di questa, e nostro proposito , era solo di dare un’e- 
sempio che avesse potuto dar luogo a parecchie riduzioni. 

CAPITOLO 111. 

DB’pROBLEIII più che DETEMII5ATI, DEGL’ritDETRRMINATI , DE’LI.OCni 
GEOMETRICI , E DEL LORO OSO. 

25. Avendo classificato i problemi in determinali ed indetermi- 
nati , ora aggiungiamo che per distinguerli è bastevole talvolta un 
solo primo esame de’ loro enunciati, appunto come nel problema del 
cerchio che tocca due rette, ed in altri che potrebbero essere consi- 
derati; però talvolta evvi bisogno di stabilire un’accurata ana- 
lisi su le condizioni che ligano i quesiti co’ dati, e quando esse 
son tanto implicitamente assegnate da non esser facile lo scorgere 
il numero delle soluzioni, riesce utile allora trarre partito dalla stes- 
sa regola indicata precedentemente, qual mezzo da agevolare la 
ricerca de’ quesiti , cioè decomporre la quistione facendola dipen- 
dere da altra più semplice, e cosi successivamente sino a che si 
giunga a tale semplicità da poter rilevare, se finito o infinito è 
il numero delle soluzioni : e se le dette riduzioni vengono giusla- 
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mente eseguite si troverà che i problemi sono sempre determi- 
nati, quando tra' dati ed i quesiti esistono tante condizioni distin- 
te esplicite 0 implicite per quante sono le quantità cercate ossia 
i quesiti (*); e sono indeterminati nel caso che il numero de' que- 
siti è maggiore di quello delle distinte relazioni che hanno co’dati. 

Però se dopo di avere semplicizzato la quistione, siasi pervenu- 
to ad un'altra la cui soluzione dipende dalla ricerca di un quesito 
per lo quale si hanno contemporaneamente più condizioni cui dee 
soddisfare, il problema proposto dicesi più che determinato. In tal 
caso essendovi un numero di condizioni oltre quelle che sarebbero 
necessarie per determinare il quesito di cui si tratta, se le ecce- 
denti sono in opposizione con le altre, il problema ò asswdo, e 
quando ne sono conseguenza, poiché sono comprese nelle prime, 
possonsi sopprimere ed il problema è determinato. 

Per meglio chiarire le cose anzidette esaminiamo i seguenti 
problemi. 


PROBLEMA 13. 

26. Dati in grandezza ed in posizione una retta ed un cerchio, 
trovare tm punto da cui condotta una parallela alla retta sino 
ad incotUrare la circonferenza del cerchio, risulti eguale odia 
retta proposta. 

Semplice quanto é questo problema, la sua enunciazione non fa 
fliiarissimamcnle giudicare, se debba riguardarsi come determinato, 
0 iiidelcrminato ; però un leggiero esame è sufficiente per farlo 
annoverare fra gl' indeterminati : che sia vero, basta osservare come 
dalle condizioni del parallelismo c dell' incontro , alle quali dee 
soddisfare la retta da condursi pel punto cercato, risulta che se da 
un punto qualunque della circonferenza si mena una parallela alla 
retta data , e se ne tagli una porzione eguale a questa , si avrà 
un punto che soddisfa 1' enunciato del problema, il quale potendo 
avere cosi una infinità di soluzioni , è indeterminato. 

Il problema seguente esige un’esame più approfondito perchè si 
possa decidere delia sua natura. 


(•) Qoanda la ricorca è di un punto, corrisponde a quella delle qusnIilJ ne- 
ces^rie per pnicrlu dctcrniiuarc come sarebbero due linee che lo assr|;iiano con 
la loro iuicrsezione. 
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PROBLEMA 14. 

27. Iscrivere in un dato cerchio, un triangolo isoscele di ctii 
si conosca la somma , della base e dell' alte»za. 

Nella presente quistione non deesi tener conto della posizione 
del triangolo richiesto, essendo evidentemente indeGnito il nume- 
ro delle posizioni che può avere un triangolo, con le condizioni 
assegnale. £ dunque soUinlcso trattarsi solo della determinazione 
della grandezza, e non del sito del triangolo che soddisfa a quelle 
condizioni ; conviene quindi esaminare se determinato o inflnito sia 
il numero de’ differenti triangoli. Pertanto possiamo notare che il 
problema si riduco a trovare, nel cerchio dato, la corda che dee ser- 
vire di buse al triangolo richiesto , la quale debb* esser tale che 
unita alla perpendicolare elevatale dal suo mezzo c prolungata da 
una parte sino ad incontrare la circonferenza, si formi una retta 
eguale ad un un’altra data. Questa idea mena direttamente allo 
sviluppo di un’analisi dalla quale conseguita la composizione qui 
appresso esposta , e da cui apparisce potervi essere generalmente 
parlando due soluzioni; sicché il problema è determinalo. Adun- 
que h) indagar la natura di un problema esige molle Gale le ri- 
flessioni islcsse che necessitano per la sua risoluzione. 

Riportando la sola composizione del problema per lasciare le al- 
tre parti ad esercìzio del lettore, facciamo notare che volendo to- 
gliere la indclcrminnzione, di cui è parola in sul principio di que- 
sto numero , basterebbe assegnare un’altra condizione di sito, come 
il dover passare uno do* lati per un punto dato nel piano del cerchio. 

CompoNlKlwne — Nel dato cerchio si tiri un diametro qua- 
lunque AB, e si prolunghi da un’estremo sino a risultarne AC 
eguale alla retta data MN ; si scelga iu 
seguito un punto qualunque D, da cui si 
elevi DE perpendicolare ad AC ed eguale 
alla metà della retta DC, quindi si uni- 
scano i punti C, E, 0 si prolunghi la EG 
sino ad incontrare la circonferenza nei 
punti F e G : se da questi si tirino le 
corde FU, Gl perpendicolarmente al dia- 
metro Ab , i due triangoli AFH , AGI 
che si formano unendo i loro estremi col punto A, saranno appunto 
quelli che risolvono la quistione. 
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1 


PROBLEMA 15. 

28. In un dolo triangolo iscriverm uno che sia timile 
, ad un’ altro dato. 


Suppongasi essere EOF un triangolo simile al dato K ed iscrit- 
to nell' altro ABC anche dato : è chiaro che la determinazione 
del triangolo EUF può dipendere da quella della retta EF la 
A quale debb' esser tale che menando per 
i suoi estremi E ed F due rette ED , 
FD che faccian con essa dati angoli (e 
precisamente quelli che sono adjacenti a 
quel lato del triangolo K al quale si sta- 
bilisce dover essere omologa la retta EF), 
si veriGchi che rincontro succeda nel lato 
AB; il che per una direzione della EF, 
evidentemente può c dee aver luogo ia 



un solo punto D , polendosi la medesima immaginar situata paral- 
hdamcntc a se stessa, più sopra o più sotto della sua prima posi- 
zione , e però vi sarà un triangolo iscritto io ABC e simile al da- 
to K. Ma poiché alla medesima conclusione si può pervenire as- 
snmendn per EF un' altra posizione diversa ef, se ne deduce che 
l)cne ,1 ragione il problema in esame è indeterminato. 

Che anzi , in conformità di quello che si disse nel comincia- 
mcnlo del num. 3 , dalla precedente analisi segue spontanea la 
scovcrla del teorema: tuli' i vertici D.D'ec. degl' infiniti trian- 
goli costruiti sopra basi parallele ed iscritte nel medesimo angolo 
rettilineo ABC , sono allogati su d'una medesima retta che passa 
pel vertice B (*) 5 cd in conseguenza so si costruisca uno qualun- 
que di questi triangoli p. e. E'F'D'.e si unisca BD'questa con- 
giungenlc segnerà precisamente sul lato AC quel punto D che 
corrisponde al triangolo iscritto EDF simile al dato K. 

La indeterminazione del problema, di cui è parola, poteva an- 
che desumersi da ciò che se per i vertici del dato triangolo K 
si conducessero tre rette parallele a’ tre lati dell'altro ABC, si 
verrebbe a formare un triangolo A'B'G' circoscritto a K e simile 


(') Questa TcriiS S prcssoccliè cvidenla , bastando osservare che pc' triangoli 
simili EDF, E'D'F' si ha, DF : D'F' = EF : E'F' ; ma per gli altri triangoli 
EFB, E'F'B' si ha EF : E'F' :: BF : BF', adunque starà DF ; U'F' i: Jif : BF< 
ila! che si rileva che i tre punti B , D, e t>' sono in linea rettar 
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ad ABC ; laonde se i lati di questo ulliino si dividano propor- 
zionalmente a’ lati di quello , i tre punti di divisione saranno i 
vertici di un triangolo clic soddisfa la quistione. Ora se s' im- 
magina che nel mentre il triangolo K stia (Isso, l'altro ABC si 
muova in modo che i suoi lati cangino direzione , avverr.’i , che 
ogni triangolo circoscritto a K nel modo sopraddetto , sommini- 
Btrcrà una soluzione diversa , e quindi al pari di sopra che il 
numero delle soluzioni del proposto problema è inHnito. 

29. La seconda maniera con la quale abbiamo riconosciuto la 
indeterminazione del proposto problema dà occasione a riflettere 
che , quando la natura della quistione il consente , la iscrizione 
in una data figura di un' altra che debba soddisfare a date con- 
dizioni , può inversamente farsi dipendere dalla circoscrizione ad 
una figura data di un' altra relativamente alla quale quella che 
vi si trova iscritta soddisfi alle condizioni assegnate. 

Da ultimo esaminiano il problema che segue , per aver un’e- 
Gcmpio di quistione più che determinata. 

PROBLEMA 16. 

30. In un dato cerchio inscrivere un pentagono % cui Iati con- 
corrano due a due in cinque punti dati. 

Per agevolare Tcsame dell’attuale quistione, limitiamo successi- 
vamente ad uno , due, ec. i punti di concorrenza de'lati del pen- 
tagono richiesto , e trascurato il primo 
caso pel quale è manifesta la indetermi- 
nazione , supponghiamo che fossero asse- 
gnati due punti. In tale ipotesi ò da 
distinguere il caso, in cui i punti dati 
debbono essere quelli di concorrenza due 
a due di quattro lati del pentagono, come 
nella figura che qui lateralmente corri- 
sponde , da quello in cui debbono appar- 
tenere , come nella flgura sottoposta, al- 
l'incontro di uno stesso lato con i due 
die comprendono l'angolo opposto. In am- 
bo le supposizioni è chiaro che il proble- 
ma è indeterminato, poiché si può sem- 
pre ed in infiniti modi condurre una se- 
cante da uno de' due punti dati in modo 
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che ne risulti un pentagono pel quale si verificano le condizioni 
proposte , e non perchè si toglierebbe la indeterminazione su la po- 
sizione della secante , assoggettandola ad un’ altra condizione, po- 
trebbero esser dati tre punti invece di due.chè il terzo, volen- 
do fosse di concorrenza, influirebbe non solo alla determinazione 
della prima retta, ma anche a quella di un’altro lato, il quale per 
ciò che abbiamo Osservato, è di posizione determinata quando tale 
è la prima retta. 

Risulta da ciò die la nostra quistiono è più che determinata, 
quando son dati tre imnti di concorrenza de' lati, e quindi lo sarà 
vie maggiormente nel caso di quattro o cinque. 

31 . Nella maggior parte delle quistioni la soluzione si riduce 
ella ricerca di alcuni punti che chiameremo di riduzione , i quali 
nelle quistioni indeterminate poiché sono di numero infinito , 
s’immaginano allogati su d’una certa linea che dicesi luogo geo- 
metrico ovvero locale del problema : cosi nella quistiono del nu- 
mero 26 estendendo d’ alquanto quell’ analisi si comprenderà di 
leggieri come soddisfano il problema tutti i punti della circonfe- 
renza di un’altro cerchio di raggio eguale al dato , e di cui il 
centro sia 1’ estremità della retta la quale partendo da quello 
del cerchio proposto , proceda parallelamente alla data e le sia 
uguale. 

I luoghi geometrici adunque sono alcune lince (*) di cui tutti 
i punti soddisfano ad una stessa quistione , o in altri termini , 
godono di una proprietà comune. Sotto questo punto di veduta, 
la retta, il cerchio, c la superficie piana possono essere , c quindi 
dirsi luoghi geometrici , come già chiaro apparisce dalla loro stessa 
definizione, ma qui vuoisi osservare come una stessa linea può 
essere riguardata qual luogo geometrico sotto diversi aspetti , cosi 
p. e. la retta può essere il luogo di tutt’ i punti equidistanti da 
un’altra data; o quello de’ vertici di tutt’ i triangoli simili a basi 
parallele, i cui estremi si trovino sempre su due rette fisse; o dei 
centri degl’infiniti cerdii iscritti in un medesimo angolo rettili- 
neo ec. Cosi pure il cerchio potrcbb’cssere considerato come la locale 
del vertice di tutti i triangoli rettangoli costruiti sopra una me- 
desima ipotcnusa ; o più generalmente come il luogo de’ vertici di 
tutt’ i triangoli scaleni , che essendo costruiti sopra una stessa base 

(•) Le soporficie e Ulvetla anche 1 solidi possono essere considcraU come lao- 
gtii geomeirici , ma come si prcscuUDO nell» quistioni indelcmùnslt nello *pn- 
zio s« ne terrà parola altrove. ' 
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faaniio costaate l'angolo ad essa opposto; o pure come il luogo 
degli estremi delle perpeadicolari elevate da tutti i punti di una 
data ietta e di cui ciascuna sia media proporzionale fra’corrispon- 
denti segmenti. 

32. Ora quando è nota una proprietà qualunque di una linea, 
è chiaro che ciascuno de’ suoi diversi punti può assegnarsi me- 
diante una medesima costruzione che trae origine dalla detta pro- 
prietà ; in conseguenza la linea può risguardarsi come se fosse 
generata dal movimento di un punto , il quale proceda siffatta- 
mente che per ciascuna sua posizione si veriflchi la condizione che 
costituisce la legge del movimento. In tal caso la configurazione 
della linea si presenta più agevolmente allo spirito , e può dirsi 
che la medesima è formata da un tutto eonlinìM. E qui cade in 
acconcio avvertire, che i Matematici nel considerare un novello 
stato di grandezza al quale può pervenire una quantità qualunque 
percorrendone tutti gì'infinili stati intermedi, si esprimono dicendo 
che il cangiamento di grandezza si è operato con legge di conli- 
nuilà. È rimarchevole intanto che questo fatto da noi rilevato nel 
movimento di un punto e che ha luogo benanche nella variazione 
di grandezza di molte altre quantità , costituisce una legge uni- 
versale che assiste tutte le operazioni di natura. 

Per r opposto assegnando punti staccati della linea , per molti 
e vicini che fossero , non sarebbe mai possibile di formare un 
tutto subordinato alla legge di continuilà: ma del resto se ciò non 
è possibile col fatto , può benissimo supplirvisi idealmente , e però 
vien ritenuto che delle lince continue si può benanche acquistare 
idea per mezzo di assegnazione di punti , per la qual cosa nelle scien- 
ze graGrhe le molte volte si determinano le lince che dovrebbero es- 
sere continue unendo tra loro tutt'i punti preventivamente assegnati. 

33. Avendo adunque presente ciò che fu esposto nel n." 2, si 
hanno tre maniere distinte per la generazione delle lince o dei 
luoghi geometrici , a seconda che si considerano come provenien- 
ti, 0 da assegnazione di punti, o dal determinato movimento conti- 
nuo di un punto, o dalla intersezione di due superGcic: dal die 
si comprendo quanto possa esser grande il numero de' differenti 
luoghi geometria. 

l.a retta ed il cerchio sono , tra le lince , i luoghi più sem- 
plici ed i soli di cui si ha conoscenza nella Geometria elementare, 
ma poiché la soluzione delle quistioni viene grandemente agevo- 
lata dallo esame delle proprietà de’ soggetti geometrici che cntra- 
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no in considerazione , o più di tutto dalla conoscènza preventiva 
di quelle che appartengono alle loro locali , cosi sarà sommamente 
utile lo studiare le proprietà di altri luoghi geometrici de’ quali 
si può venire in conoscenza c per via di intersezioni di superfi- 
cie come abbiamo fatto notare, e per mezzo degli stessi problemi 
indeterminati appunto come avverrà risolvendo le quistioni che 
trovansi esposte ne' numeri seguenti. 


PROBLEMA 17. 

3i. Su di fina data base costruire un triangolo i cui rimanenti 
due lati avessero per somma una retta data. 

AnRilal — Ammesso che il triangolo ABC costruito su la data 
retta AB adempia la condizione di essere AC-f-CB eguale ad MN 
anche data , ne segue che se AC eguaglia la parte KQ della da- 
ta retta MN, l’altro lato BG dev'es- 
sere eguale alla rimancnte parte QM, ed 
in conseguenza il punto C si può con- 
siderare come r intersezione di cerchi che 
avessero le anzidette due parli per rag- 
gi , e per centri ì punti A e B ; ma 
siccome tanto avviene con qualsivoglia 
M Q N punto Q preso su la MN, cosi il proble- 

ma , ammettendo soluzioni in numero 
infinito è indeterminato , c può avere la seguente composizione. 

Compealzlone — Si divida la retta MN in un punto qualunque 
0. quindi co’ centri A e B e con gl' intervalli AC=NQ e BC=QM 
si descrivano due cerchi, i loro incontri C e C saranno i vertici 
di due triangoli che appartengono alla quislione, e descrivendo gli 
stessi cerchi con i centri scambiati si avrebbero altri due vertici. 

niHcnwsionc — Risulta dalla costruzione , come d' altronde è 
chiarissimo, che a fine il problema sia possibile , dev'essere la 
retta MN maggiore di AB: e siccome pel triangolo ABC dev’es- 
sere AC<AB-|-BC, senza di che i due cerchi non s’ interseghe- 
rebbero , cosi tuttoché il punto possa istabilirsi ovunque su la 
MN. pur nondimeno bisogna che sia soddisfatta la condizione 
MQ<AB 1-QN la quale si cangia in 2MQ<AB-hMN ossia 

AB MN AB MN 

MQ< 1 — r , e tutto al più potendo essere MQ<-— -4- — , 

2 2 2 ^ 

si avrebbe la massima lunghezza del segmento MQ; nel quale 
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caso i due vertici de’ corrispondenti triangoli raccogliendosi in 
uno su la retta AB , si posono costruire dividendo questa per 

MN ^ * 

metà in 0 e tagliando OV’=— — ; ma è poi maniresto come lut- 

A 

to ciò, che si è detto relativamente al segmento MQ, è applica- 
bile all'altro NQ, e cosi nella retta AB si hanno due punti Yp 
V' equidistanti dal mezzo O e, che soddisfano alla quistionc. 

35. Costruendo con la già esposta maniera quel numero di 
punti che si vorrà , e per quanto piacerà avvicinati fra loro se 
si uniscono, come si vede nella figura, si acquista idea di uria 

B linea chiusa da per ogni dove a guisa 

cerchio, la cui natura ò assoluta- 
/ \ mente la stessa di quella della linea 

A','—:- — - , -jA rientrante che risultava facendo inter- 

\ * * y' secare un cono con un piano (num. 2), 

^ ' vai quanto dire della Ellisse , il che 

É' tralasciamo di mostrare in questo pu n- 

to, per farlo dopo la esposizione di un altro problema, la cui locale 
è pure della medesima natura. Non pertanto abbiamo ora voluto 
accennare questa circostanza , per giustificare unicatnentc la con- 
servata comune denominazione L’ellisse adunque gode della ri- 
marchevole proprietà die la somma delle distanze di un suo punto 
qualunque C a due altri A, B sistenti nel suo piano , è costante, ed 
eguaglia una retta, che passando per questi ultimi, divide la curva 
in due parli simmclriclic ed eguali. Questa proprietà può tener luo- 
go di definizione. 

36. I due punti fissi F ed F’, che hanno notabilissime relazioni 
con la curva in disamina , sonosi chiamati fuochi dell' Ellisse, o 
si è chiamato raggio vellore ogni retta, che unisce uno de’fuochi 
con un altro qualunque della curva. 

37 . La retta AA' divide , come è chiaro , in parti eguali tutte 
le corde dell’ ellisse che le sono perpendicolari : ora in generale 
una retta, che in una curva qualunque passa pe’ punti medi di 
un sistema di corde parallele , si chiama diametro ; e se dippiù 
questo diametro incontra le dette corde ad angoli retti prende il 
nome di diametro principale o di asse della curva ; dunque la ret- 
ta Aa* è un diametro principale ovvero un asse dell’ Ellisse: c come 
i punti d’ incontro di un asse di figura con la cuna sogliono chia- 
marsi vertici della medesima , ne segue che A, ed A’ sono due 
vertici dell’ Ellisse. 

5 
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38 . Se dal punto 0 medio della retta AA' si elerasse una per* 
pendicolare BB' si riconoscerebbe facilmente, che questa divide pa- 
rimente per metà e ail angoli retti le corde parallele ad AA’ ; 
ond’è che anche la BB' è un asse di figura, e però i punti B, B’, 
sono altri due vertici della Ellisse. 

Inoltre se si tirano nell'ellisse due corde perpendicolari aduno 
de'due assi, e ad eguali distanze dall' altro , cohiep. e. leMQ, NP, 

è evidente che le medesime sono tra 
loro eguali, talché la figura MNPQsarà 
un rettangolo iscritto nella curva, e 
perciò le sue diagonali MP, NQ dovran- 
no intersecarsi nel punto 0, ove resta- 
no bisecate. Da ciò segue , che ogni 
corda dcU'Ellissc.la quale passa pel pun- 
to 0 vi resta divisa in due parti eguali. 
Ma quando in una curva qualunque esiste un punto tale che tutte 
le corde condotte per esso vi restano bisecate , questo punto è chia- 
mato centro della curva. Dunque il punto O ò centro dcU'Ellisse. 

39 . Avvegnaché i due raggi vettori FB, F'B menati ad un 
medesimo estremo dell'asse BB' sono eguali tra loro, e poiché 
la loro somma pareggia tutto 1’ asse AA', ne segue che uno di 
essi p. e. FB sarà eguale al semiasse AO, ma FB é maggiore 
dell’altro semiasse BO, dunque de'due AA', BB’,il più grande è 
quello che passa pe'due fuochi, e die perciò suol chiamarsi an- 
cora asse maggiore, mentre l'altro BB' dicesi asse minore. 

40 . Da ultimo alle distanze del centro da'due fuochi sì é dato 
il nome di eccentricità. 



PROBLEMA 18. 

41 . Su di una data base FF' costruire un triangolo, che aves- 
se per differenza degli altri due lati una data retta GH. 

Annllal — Se FMF' è il triangolo richiesto, la sua determi- 
nazione dipende da quella del vertice M ; or questo , in virtù del- 
rènunciato, è sottoposto alla sola condizione di essere estremo 
comune di due rette F'M , FM, di cui la differenza dee pareggia- 
re GH, e però sarebbe evidentemente determinato con la inter- 
sezione di due circonferenze, le quali avendo i loro centri in F 
ed F' abbiano poi per raggi due rette, che differissero per quanto è 
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GH; ma poiché la grandeiza di siffatti raggi può variare in inBniti 
modi, sema che perciò la loro differenza si alteri, e che l’incontro 
delle circonferenze non si verifichi , così rendesi manifesta la in- 
determinazione del*nostro problema, di cui la corrispondente lo- 
cale si descriverà per assegnazione di punti come appresso. 

Comp«al*>one — Per costruire con eleganza i vari punti di 
riduzione conviene situare la base e la retta differenza de due la- 
ti, l’una su l’altra, come nella figura, in modo da far corrispondere 
i loro mezzi nello stesso punto O , chè allora assegnando un punto 
ad arbitrio su la direzione della retta FP, p. e. inP, e descriven- 
do coi centri F ed F’ due cerchi che avessero per raggi AP, A'P, di 
cui la differenza è sempre quanto la data retta GH, i due punti 
d’ intersezione M, m, si apparterranno al problema, al pari degli 
altri due M’, w»', che si otterrebbero descrivendo gli stessi cerchi 
co’ centri scambiati. 

nincuaaloae — Nel descrivere in siffatta guisa il luogo geo- 
metrico della quistione in esame avverrà che il punto P si può 
assegnare quanto vuoisi lontano dalla 
dritta di F sul prolungamento della retta 
OF , senza che perciò cessi di verificarsi 
r incontro dei due cerchi , come risulte- 
rebbe se il punto scelto stesse in P', o in 
qualunque altra parte della retta compre- 
sa tra F ed F' , dappoiché allora la di- 
stanza de’ centri sarebbe maggiore della 
somma de’ raggi; e quando mai fosse ri- 
tenuto lo stesso punto F, verificandosi che 
la somma de' raggi eguaglia la distanza 
de’ centri, le due circonferenze si tocche- 
rebbero , e però la costruzione darebbe il 



punlo A, e con lo scambiar de' centri , 1 altro A*. 

42 . Da ciò risulta che la locale ha quattro rami infiniti , de 
quali due formano una linea continuata ben distinta dall’ a'tra 
stituita da’rimanenti due rami, alla quale è simmetrica; sicché la 
curva vien costituita dal sistema di due archi indefiniti, che tengo- 
no opposte le loro convessità. Or come andremo a vedere che fat- 
tuale kogo geometrico è un’iperbola, cosi possiam dire che m 
tale curva vi sono due punti F ed F', detti anche fnoc/i. , pe 
quali si verifica che la differenza delle loro distanze da un pun- 
io qualunque della linea, é costantemente la stessa, ed eguaglia 
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la parie della retta che li unisce e che trovasi intercetta fra’ suoi 
rami , parte, la quale in coerenza di ciò che si è detto al nume- 
ro 37 , s’ indica col nome di asse principale , o trasverso, per di- 
stinguerlo dall altra retta che le si può conifurre perpendicolar- 
mente dal punto medio 0; la quale perchè non incontra i rami 
della curva, e non pertanto , com’è ben chiaro, divide per metà 
le corde esterne parallele all’asse principale, si è chiamata asse 
non trasverso , o secondario. 

43. Come si è dimostralo per rellisse, cosi per l’Ipcrbola può 
dimostrarsi che il punto 0 n’è il centro. 

44. Inoltre la distanza del centro da ciascuno de’ due fuochi 
della iperbole dicesi del pari eccentricità ; e s’ indica anche più spe- 
cialmcute col nome di asse secondario quella parte dell’asse non 
trasverso i cui estremi distano dal centro per quanto è il cateto 
di un triangolo rettangolo che ha per ipotenusa l'eccentricità e 
per altro cateto il semiasse maggiore. 

Le corde nelle iperbole si dicono interne quando uniscono due 
punti, che rallrovansi nello stesso arco, ed es/eme nel caso ch'esistano 
ne’ due archi distinti, a’ quali si dà pure il nome d'iperbole opposte. 

4o. Similmente analizzando il problema, trovare il vertice di 
un triangolo isoscele, di cui uno degli estremi della base stesse su 
d' una retta data , e V altro in un punto anche dato , si trove- 
rebbe essere indeterminato ed aver per locale una parabola, ri- 
spetto a cui il punto fisso si chiama fuoco ; se non che alBn di 
mostrare come talune quistioni sono casi particolari di altre più 
generali, ci occupiamo della seguente , la quale nel mentre com- 
prende tutte le precedenti, dà luogo inoltre a rimarcare alcune linee 
rette, rispetto a cui le sezioni coniche godono rilevanti proprietà. 

PfiOBLEMA 19. 

46. Dati un punto ed una retta, trovare un altro punto le cut 

distanze dal primo e dalla retta siano in dato rapporto. 

Anali»!. _ Sia F il punto dato ed EE’ la data retta, e sup- 
pongasi che M sia il punto cercato, di modo che il rapporto del- 
la congiungcnto 3fF alla perpendicolare ad EE' sia eguale a quel- 
lo delle due rette m , n anche date. Se pel punto F si faccia pas- 
sare la retta indefinita DFA' perpendicolare ad EE', e quindi da 
M si conduca MQ parallela alla stessa EE', poiché risulta DQ=ME, 
anche il rapporto di FM a DQ sarà eguale a quello di m ad #; 
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ODd’ è che le FM sarà una quarta proporzionale in ordine alle 
rette n , m , e DQ. Segue da ciò che, se fosse conosciuta DQ , 
sarebbe anche cognita questa quarta proporzionale , ed in conse- 
guenza sarebbe determinato il punto M, il quale risulterebbe dal- 
la intersezione della perpendicolare elevata sopra DF dal punto Q 
con la circonferenza del cerchio descritto col centro F e con un 
raggio eguale alla suddcita quarta pro()or- 
zionale.Or non essendovi altra condizione, 
alla quale debba soddisfare il problema, 
■ si può stabilire ad arbitrio la lunghezza 
di DQ , e però non uno , ma iniìniti 
punti possono risolvere la quistione, la 
quale è per conseguenza indeterminata: 
adunque resta solo a vedere come i di- 
versi punti della corrispondente locale pos- 
sono essere semplicemente ed uniformemente assegnati. Si rifletta 
a tal uopo , che se da F si meni la GG' parallela ad EE', e preso 
in sensi opposti , a partire da’punti F e D, le FG, DI eguali ri- 
spettivamente alle m, n, se tirisi GP parallela ad IQ, i triangoli 
ÌDQ, GFP risultando simili daranno la proporzione 

DI : FG :: DQ : FP ossia n : m :: DQ : FP 
Adunque la quarta proporzionale in ordine alle date rette n, m, 
ed alla arbitraria DQ si ha nella distanza del punto F all' altro 
in cui la DF è incontrata dalla parallela menata da G alla IQ 
congiungente il punto I col punto Q. Da tutto il sopraddetto e- 
mcrge la seguente composizione. 

C'ompoalKivne — Pel punto F si conduca GG' parallela ad EE‘, 
c sopra queste rette si taglino da’ punti F e D , ed a parti op- 
poste le FG , DI eguali rispettivamente ad m ed n : indi preso 
il punto Q a piacere su la DF, si elevi ad essa la perpendicola- 
re MQ.M', e da ultimo congiunta IQ , le si meni per G la pa- 
rallela GP. Il cerchio descritto col centro F e col raggio FP in- 
tersegherà generalmente la perpendicolare in due punti M, M' ap- 
partenenti alla locale, e cosi facendo variare il punto Q potrà la 
medesima essere descritta per assegnazione di punti. 

Dlaenaaione — Si è detto che il cerchio inserviente alla com- 
posizione intersega in generale in due punti la corrispondente per- 
pendicolare; ma perchè tanto succeda eifettivamente, è condizione 
necessaria che il suo raggio FP sia maggiore di FQ, distanza del 
punto fisso F dall'altro variabile Q, senza di che non si otterrebbe 
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alcun punto pel luogo geometrico ; e se fosse FP=fQ, il cerchio 
toccherebbe la perpendicolare nel punto Q ; nel qual caso i due 
punti si ridurrebbero ad un solo , cioè allo stesso punto Q. Ora 
immaginando che la IQ , la quale congiunge il punto I al punto 
variabile Q, roti intorno al punto I , è notevole che- la medesi- 
ma incontra generalmente la GG'in un punto H. e forma il trian- 
golo IIFQ simile a GFP, donde si ha la proporzione FG :FH:: FP:FQ. 
Segue quindi che sarà FP>FQ quante volte si ha FG>FH; ed 
è manifesto che presa FG'=FG risulterà FP>FQ sempre che il 
punto li cadrà fra’ punti G , G', vale a dire sino a che la IH si 
manterrà dentro l' angolo GIG', e per l'opposto sarebbe FP<FQ 
ove mai il punto II cadesse fuori de' punti G, G’, cioè se la IH 
non fosse compresa fra' lati dell'angolo GIG'. Che se poi il pun- 
to H cada in G o in G', o ciò che è lo stesso, se la IH coin- 
cida con uno de' lati dell’ angolo GIG', il punto Q si troverà 
corrispondentemente in A od A’ ove le IG, IG’ incontrano la DF; 
e nell'un caso e neH'altro sarà FQ=FP. 

Ciò premesso , queste deduzioni relative al punto H , essendo 
subordinate non solo alla posizione del punto Q , ma anche alla 
grandezza delle rette FG=m, Ul=n, o meglio alla natura del 
loro rapporto, gioverà distinguere i tre casi, diFG<DI,diFG>Dl, 
e di FG=DI , ossia di m<;n, di m>n e di m=n. 

1.® caso m-<n, ossia FG<DI — Perchè la IH possa cadere den- 
tro l'angolo GIG', è necessario che il punto Q sia preso su la 
retta DF fra i punti A ed A'; che se assegnasi fuori di questi 

limiti , la costruzione non può dare 
alcun punto per la locale; e quando Q 
coincida con A o con A', i due punti 
’ che risultano generalmente dalla co- 
struzione si ridurranno ad un solo, 
e precisamente allo stesso A , o al- 
r altro A'. Dunque la locale va tutta 
compresa tra le perpendicolari eleva- 
te ad AA’ per i punti A ed A’; e riflettendo che nella ipotesi at- 
tuale la distanza dd punto D all’ altro 0 ^ sempre finita , si ri- 
leva che anche finito deb? essere il raggio del cerchio, il quale 
somministra i punti della locale , che per tal ragione è anche li- 
mitata nel senso delle altezze. È a conchiudersi quindi che nel 
caso, di m-<n, la locale è una linea chiusa da per ogni dove a 
guisa del cerchiio o a guisa dell' ellisse. 
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2. ® caso , m>n , ossia FG>DI — In questa ipotesi è palese che 
la IH cadrà dentro l’angolo GIG’ Ano a che il punto Q non ca- 
da fra’ punti A ed A'. La costruzione a- 
dunque darà sempre due punti del luogo 
geometrico, prendendo ove che sia il pun- 
to Q, 0 alla dritta di A, o alla sinistra 
di A’; e prendendosi o in A o in A’, darà 

Q corrispondentemente o il solo punto A, o 
il solo punto A'. 

Da ciò risulta che nello spazio indefì- 
nito racchiuso tra le perpendicolari elevate 
ad AA’ in A ed in A', non esiste alcun 
punto del luogo geometrico, il quale con- 
' ^ sisterà nel sistema di due archi, ciascuno a 
due rami inOniti, l’uno a dritta della perpendicolare in A, e l’al- 
tro a sinistra di quella che passa per A' ; e la sua figura può es- 
sere assimilata a quella della iperbole o, ciò eh' è lo stesso, a 
quella della locale corrispondente al problema 18. 

3. ® caso , m=n , ossia FG=DI — In questo ultimo caso la DF 
è solo incontrata dalla prima delle due rette IG , IG’, mentre 

l’altra IG' le risulta parallela ; quindi de’ 
due punti limiti A ed A', rimarcati ne’ 
casi precedenti , attualmente si può de- 
terminare il solo A il quale divide per 
metà la retta DF, l’altro A' esistendo 
a distanza infinita dalla dritta di F. Del 
lesto dovendo sempre cadere la IH, in- 
fra i lati dell’angolo GIG', sarà suRìcien- 
te di assegnare ovunque il punto Q su 
la DF, purché lo si faccia alla dritta di A, 
sicché nel caso di m=n la locale consiste 

jmi infiniti, situato interamente alla dritta 

della perpendicolare ad A A' nel punto A; e però la sua figura 
si assimila a quella della sezione conica, cui venne imposto prece- 
dentemente il nome di parabola. 

47. Nelle anzidette locali il punto F chiamasi fuoco -, la ret- 
ta EE’ chiamasi direttrice corrispondente a quel fuoco , o anche 
linea di suàlimitd ; e suol dirsi punto di sublimità il punto D nel 
quale la direttrice é incontrata dalla perpendicolare condottale dal 
fuoco. 
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48 • È cosa evidente che il problema or ora discusso , in quan- 
to risguarda il solo terzo caso , ù identico a quello enunciato nel 
num. 45; ma ora mostreremo che anche le locali relative al 1.® 
ed al 2.® caso sono della stessa natura di quelle , cui danno ri- 
spcUivamonte luogo i problemi de’uum. 34 e 41, c quindi Ellisse 
Id prima ed Ipcrbola la seconda. 

Di fatti da' fuochi F ed F' di un ellisse di centro 0, e di asse 
primario AA' si menino ad un punto qualunque della curva i raggi 
vettori FM, F'M, c si tagli AV=FM ; 
risulteràcosl (num. 55) A'V=F'M , e però 
mentre la somma di questi raggi è dop- 
pia di OA , la loro differenza sarà dop- 
pia di OV. Intanto se dal vertice M del 
triangolo FMF' si meni MQ perpendico- 
lare alla base FF’, la quale ò divisa per 
mel.ì in O, la differenza de’quadrati de lati F'AI , FM, sarà eguale 
al quadruplo rettangolo di OQ in OF t*); ma quella differenza 
eguaglia benanche il rettangolo che ha per lati la somma e la 
differenza delle due rette F'AI , FM, vale a dire al quadruplo ret- 
tangolo di OV in OA; risulta quindi che i due rettangoli di OV 
in OA , e di OQ in OF sono eguali tra loro ed in conseguenza 
si avrà la proporzione 

OV : OQ :: OF : OA; 

e se da 0 verso F si tagli OD terza proporzionale dopo OF ed OA, 
starà OV ; OQ :: OA : 01) , donde permutando convertendo c 
permutando di nuovo risulta AV : DQ :: OA ; OD. Dopo ciò pe’ 
punti D ed AI si conducono le rette EE', ed ME, l una perpen- 
dicolare, r altra parallela ad OD : sarà cosi DQ=ME , ma è per 
costruzione AV=FM; in conseguenza starà FM ad ME nel da- 
to rapporto di OA ad OD ; e cosi rendasi palese come la loca- 
le, cui dà luogo l'ultimo problema nel c<iso 1 .®, sia della stessa n<r- 
tura di quella del numero 34 detta ellisse. 

49- Bisogna rimarcare che la terza proporzionale in ordine alle 
OF, OA potrebbe tagliarsi invece da 0 verso F’, com' è la OD'; ma 
allora nella proporzione OV : OQ :: OA’ : OD' converrà permutare, 
comporre, e permutare di nuovo c risulterà A'V : QD'=OA : OD; 


(*) Questa proprieti resta dimoslrat.’i rirorilando che la ditTerenza de’quadrati 
delle due ipotcnuse F'M, FM eguaglia quella deVateli FQ', QF, c poiché la somma 
di questi cateti è il doppio di UF, r la loro dilTerenza è il doppio di OQ , cosi 
la differenza di quei quadrati risullerà eguale al quadruplo rettangolo di OQ in OF. 
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quindi dc^ di aver condotta da D’ la D'E" perpendicolare ad AA', 

ed ME” parallela alla stessa AA’ ver- 
rà FM : ME"=OA : OD, e si per- ’ 
viene in tal modo alla medesima con- 
clusione di poc' anzi. 

Si scorge da ciò che nell’ Ellisse 
esìstono due direttrici, corrisponden- 
te ognuna ad un fuoco, le quali sono 
perpendicolari all’ asse primario , e 
vi sono quindi due punti di sublimità che stanno ad egual distanza 
dal centro e che comprendono tra loro i due vertici della curva. 

50- Con ragionamenti affatto simili ai precedenti si perver- 
rebbe a conoscere che anche l'iperbola è la locale, cui dà luogo il 
problema 19 in quanto al caso 2.”; e che in essa egualmente esistono 
due direttrici, corrrispondenlc ciascuna ad un fuoco, e due punti 
di sublimità, i quali, come nell' ellisse, sono equidistanti dal cen- 
tro , ma che per l'opposto si comprendono tra i vertici della curva. 

51. Le linee, di cui si è fatta menzione, sono dotate di nu- 
merose e rimarchevoli proprietà, che le rendono di grande impor- 
tanza e nella geometria, c nelle matematiche applicate. Noi ri- 
torneremo su queste linee per istudiarle con maggiore accuratezza 
considerandole sotto altro punto di veduta. Ora ci contentiamo di 
esporre anclie un'altra proprietà, della quale avremo ben presto 
bisogno. 

Notiamo perciò che se da un punto qualunque M di Un’ellisse 
si meni MQ perpendicolare ad AA', e prendesi AV eguale al rag- 
gio vettore FM, poiché sono proporzionali le rette OV, OQ, OF, 
OA, (num. preced.), lo saranno altresì i loro quadrati , c quindi 
permutando , dividendo , e di nuovo permutando risulterà 

ÓF — OV^ ÓA — ÒQ :: OF : OÀ 
e sostituendo i rettangoli che pareggiano le differenze de’ qua- 
drati , dopo di aver notato che OF — OV=FV , OF-|-OY=VF', 
OA— OQ=AQ , OA-f-OQ=QA', verrà la proporzione 

TVXVF' : AQXQA’ : : OT : 5a . . - (1) 

Ciò posto si tiri r altro raggio vettore F'M . sarà F'M=A'V, e 
però FM è la differenza delle rette OÀ, OV. di cui F'M n’è la 
somma. Segue da ciò che la semisomma de’quadrati di FM ed F'M 
eguaglia i quadrati di OA , OV (*) ; ma la indicata semisoraraa 

(•) Ug. Geom. prop, 8, t 9 lib. III. 

6 
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pareggia i quadrati di OM , OF (*), perciò i quadrati di OA, OV 
saranno equivalenti a quelli diOM, OF, 
ed in conseguenza se tolgasi di comune 
i quadrati di OQ , OV , risulterà il ret- 
tangolo di AQ in QA' eguale alia som- 
ma del quadrato di MQ e del rettangolo 
di FV in YF'. Adunque riflettendo che 
la differenza dei quadrati di OA ed OF 


equivale a quello del semiasse secondario OB ('*) , dopo di aver 
eseguito il dividendo nella proporzione (1), si avrà l'altra » 

■ a a 

MQ : AQXQA' :: OB : QA 

dalla quale si rileva che ; nell' ellisse il quadrato della perpendi- 
colare, che da un punto qualunque del suo contorno si mena cd- 
l’ asse primario , serba un rapporto costante ed rettangolo delle 
distanze del piede della perpendicolare da’ due vertici : c questo 
rapporto è quello del quadrato del semiasse minore al quadrato 
del semiasse maggiore. 

52. Si dimostra la stessa proprietà per l'iperbola con appor- 
tare poche modiGcazioni a questi ragionamenti. Infatti bisogna 
notare che per essere FA il più piccolo 
raggio vettore, quando si taglia AV=FM 
si ha sempre OV>-OF. Intanto qui pure 
avviene che i quadrati di OA , OV pa- 
reggiano quelli di OM, OF, e togliendo 
^ di comune i quadrati di OA , OF , ne 
conseguita che il rettangolo di FV in 
VF' eguaglia la somma del quadrato di 
MQ e del rettangolo di QA in QA'. Per- 

3 3 

ciò avendosi tuttavia la proporzione FVXVF':AQXQA'::OF:OA, 



a a a 

dividendo si otterrà 1’ altra MQ : AQXQA’= OB : OA, uniforme 
a quella rinvenuta per l’ellisse. É da notare però che, atteso la di- 
versa configurazione delle due curve , nell' ellisse il piede della 
perpendicolare è sempre compreso tra' vertici dell' asse primario , 
mentre nella iperbola cade necessariamente fuori di essi. 


(•) Lrgendre Geom. prop. li lib. S. 

{") Net Dumero 39 «i è dimostrato che il raggio vettore corrispondeote al 
punto B eguaglia il semiasse maggiore ; quindi per la nota proprietà del triaa- 
golo rettangolo , si ha che il quadrato del semiasse minore eguaglia la dilTerea- 
za del quadrato del semiasse maggiore da quello fatto su l'eccentricità. 
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53. Volendo per queste curve esprimere in rette il rapporto 
costante del quadrato di OB a quello di OA , potrebbe trovarsi 
una retta p terza proporzionale in ordine a' due semiassi OA, OB; 
chè allora essendo il quadrato di OB eguale al rettangolo di p in OA, 

a ■ -_ a a 

starà OB : OA = p:OA e quindi si avrà pureMQ ; AQXQA’=p:OA 
Intanto è facile il comprendere come la retta p sia metà della 
corda KK' che pel fuoco F si mena perpendicolarmente ad AA'; 
e di fatti per la dimostrata proprietà , dovendo sussistere la pro- 
porzione FK : AFXFA' = OB : OA , poiché si ha AFXFA' = OB 
(num. 44) si avrà pure FK : OB:: OB : OA e ne risulta FK terza 
proporzionale in ordine OA, ed OB; dunque sarà FK=p. Ora es- 
sendo KK'=2PK , ne segue che la medesima pareggia la terza pro- 
porzionale in ordine a'duo assi AA’, BB', e poiché a tale retta KK’ 
si è dato il nome di parametro della curva tanto per l'ellisse quanto 
per r iperbole , possiamo dire che in queste il quadrato di una 
perpendicolare qualunque MQ all’ asse primario, sta al rettangolo 
delle due distanze del suo piede da' vertici, nel rapporto costante del 
parametro all' asse principale. 

54. Se si paragonano i quadrati delle perpendicolari condotte 
all'asse primario dell' ellisse o dell' iperbola , per due punti quali' 
che si vogliano di una di esse , si rileva subito che sono propor- 
zionali a' rispettivi rettangoli delle distanze de' loro piedi da’ verti- 
ci. Si ha cosi un’altra proprietà di queste curve, la quale é una 
conseguenza immediata di quella poc' anzi messa in veduta. 

55. Io quanto alla parabola, condotto il raggio vettore FM 
sarà FM=DQ, e però essendo FA=AD, 
sarà FM somma delle rette AQ, AF, delle 
quali FQ n'è la differenza. Adunque il 
quadrato di MQ, che eguaglia la differen- 
za di quelli fatti su di FM e su di FQ, 

- risulterà eguale a quattro volte il rettan- 
golo di AF in AQ (*); ond’ é che nella 
parabola il quadralo di una perpendico- 
lare MQ menala all' asse da qualsivoglia 
punto M della curva, è uguale al rettangolo 
contea ufo dalla retta invariabile AF e dalla 
AQ, distanza del piede della perpendicolare dal vertice dell'asse. 



(*) Leg«odre 6««m. prop. S s 9 Hi. S. 
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56. Il lato invariabile di questo rettangolo, cioè il quadruplo 
della retta AF, distanza del fuoco al vertice, riceve anche il no- 
me di parametro della parabola , e come 
nell' ellisse e nell' iperbola , eguaglia la 
corda KK' menata pel fuoco perpendico- 
larmente all'asse. E per fermo essendo D 
il punto di sublimità siila FK=FD=:2AF 
e quindi KK'=4AF: può dirsi perciò che 
nella parabola il quadrato di una perpen- 
dicolare qualwique 3IQ all’asse AA' e- 
guaglia ti rettangolo del parametro nella 
distanza del piede della perpendicolare dal 

‘ vertice dell'asse. 

Da ciò segue poi immediatamente die in questa cuna i quadrali 
di due qualsivogliano perpendicolari all’ asse serbano tra loro il 
medesimo rapporto delle rispettive distanze de’ loro piedi dal vertice. 

57. Diamo Glie a queste considerazioni intorno alle curve, di 
cui ci siamo occupati, mostrando, uniformemente a quello abbiam 
più volte asserito, che le medesime sono della stessa natura di 
quelle che risultano dalla sezione della superficie di un cono retto 
con un piano variamente inclinato. 

Sia dunque MANA' una sezione conica qualunque; e sia A A' la 
comune intersezione del piano secante con 
un altro piano menato per l'asse del cono, 
perpendicolarmente al primo. Se da un 
punto Q di. A A' si tiri nella sezione la cor- 
da MN perpendicolare ad AA', sarà que- 
sta corda perpendicolare al piano , che 
passa per 1’ asse, ed in conseguente rie- 
sce parallela al piano della base del co- 
no : perciò conducendo per la MN un 
piano parallelo alla stessa base, la sezio- 
ne MSNT sarà una circonferenza di cer- 
chio ; e la retta SQT , comune inter- 
sezione del piano che passa per 1’ as- 
se con quello del cerchio , ne sarà un diametro. Ora essendo que- 
sto diametro perpendicolarPj alla MN , la dividerà per metà nel 
punto 0. e quindi sarà MQ =SQXQT. Similmente si proverebbe 
che se da un altro qualunque punto Q' della retta AA' si meni 
nella sezione conica la corda perpendicolare alla stessa AA', 
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sarà bisecata anch' essa nel punto Q'; c di più che da Q' tirata 
nello stesso piano che passa per l' asse , la retta S'QT' paralle- 

a 

la ad ST dovrà essere M'Q' = S'Q'XQ'T'. 

Segue da ciò che qualunque sia la natura della linea MAN, la 
retta AA' ne sarà un diametro, anzi un diametro primario, o in 
altri termini sarà un ^se della sezione conica. Inoltre . poicliè 
sono simili i due triangoli AQS, AQ'S' al pari degli altri A'QT, 
A'QT' si hanno le due proporzioni. 

SQ : S'Q' : : QA ; Q'A e QT ; QT' : : A'Q ; A'Q' 
dalle quali conseguila che i due rettangoli di AQ in QA' e di 
AQ' in Q'A' sono proporzionali agli altri due diSQ in QT e di 
S'Q' in QT' e quindi anche a' quadrati delle perpendicolari MQ 
3I'Q'. Si rileva quindi che la sezione conica MAN è ellisse, ov- 
vero iperbole secondo che i piedi delle perpendicolari cadono 
fra i punti A, A’, o fuori di essi (numeri 49 e 50). Ma il primo 
di questi due casi ha luogo evidentemente quando i due punti A 
ed A' si trovano dalla stessa parte del vertice del cono, e 1' altro 
quando sono in parti ojiposte ; dunque nel primo caso la -sezione 
sarà ellisse e nel secondo iperbola. 

58 . Fin qui si è tacitamente supposto che la retta AA', asse 
della sezione conica , incontrasse e 1’ una e l' altra delle rette 

VS, \T, ma se fosse parallela ad una di 
esse p. e. a VT , allora il punto A' pas- 
serebbe a distanza inQnita , c le rette 
QT , QT', sarebbero eguali fra loro. Per- 
tanto essendo QS : Q'S' AQ : AQ'; starà 
pure SQX QT : S'Q'X QT' AQ : AQ'; 
vale a dire si avrà 

Mq’: M'Q'":; AQ' : AQ 
Adunque in questo caso la sezione 
conica MAN è dotata della proprietà che 
i quadrati di due perpendicolari MQ, 
M'Q' all'asse AA’ stanno tra loro come 
le rispettive distanze AQ, AQ', e ne ri- 
sulta però che la medesima è una parabola. 

59 . Le linee riguardate come luoghi geometrici possono ser- 
rire con mirabile vantaggio alla soluzione della maggior parte dei 
problemi determinati , chè il punto di riduzione si può costruire 
mediante l’ intersezione di due locali su cui l’analisi può far co- 
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nosccre di dover' essere allogati. Ed è rimarchevole che regolando 
cosi la soluzione di una quislione, risultano sempre evidenti le cir- 
costanze , nelle quali la medesima da determinata può passare ad 
essere indeterminata e viceversa, o impossibile. In fatti le due 
locali possono intersegarsi in un determinato numero di punti, 

0 coincidere , o non incontrarsi aiTatto ; e quale che sia il caso 
che si avvera , non sarà dilllcile rilevare le modiQcazioni, che bi- 
BOgnerebbe apportare a’dati, onde risultasse variata in un deter- 
minato modo la posizione e la grandezza delle stesse locali, tal che 
il problema fosse determinato, indeterminato, o impossibile. 

60. Le analisi che hanno condotto alle soluzioni di quasi tutti 

1 problemi degli clementi possono servire come esempi dell’ uso 
de' luoghi geometrici ; cosi per dividere una data retta per metà, 
si è ridcltuto come il punto ignoto, oltre di dover essere della data 
retta , è anche uno degl'infiniti appartenenti all' altra, di cui tutti 
i punti distano egualmente dagli estremi della prima, cd in conse- 
guenza si troverà nell'intersezione de’due luoghi geometrici. 

In pari modo può darsi ragione della soluzione del problema 
iscrivere un cerchio in un dato triangolo; chè il centro del cer- 
chio cercato dovendo distare egualmente da’ lati del triangolo , 
si deve trovare su le rette , che dividono per metà gli angoli 
da essi lati compresi , e perciò starà nel punto d' incontro di tali 
bisettrici. 

Cosi pure quando si è voluto descrivere su d' una data retta , 
un segmento di cerchio capiente un dato angolo , si è osservato 
che la perpendicolare elevata dalla metà della retta , dovea conte- 
nere l’ignoto centro, il quale per una conosciuta proprietà del 
cerchio , è un punto dell' altra retta che con la data forma un an- 
golo complemento del dato; dunque ec. 

Che se per tacere degli altri , pongasi mente alla soluzione del 
problema condurre una tangente al cerchio da un punto fuori di 
esso , rifiettendo che il punto di contatto , unito col centro del 
cerchio e col punto dato, dà luogo ad un angolo retto, e che per- 
ciò il suo vertice deve giacere su d'una semicirconferenza che ha 
per diametro la distanza del punto dato dal centro del cerchio ; 
e dippiù riflettendo che deve anche trovarsi su la circonferenza 
di questo , ne risulta la nota soluzione. 

Similmente se fosse proposto di trovare un punto che unito con 
due altri dati , risulti un angolo retto, di cui un lato eguagli una 
retta data, si potrebbe osservare ebe la circonferenia del cerchio 
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descritto su la congiungente i due punti dati, conterrà il punto 
cercato, il quale poiché dev’ esser distante da uno degli anzidetti 
punti per quanto è una data retta , si dovrà trovare sull'altra cir- 
conferenza descritta coi medesimo punto come centro e con la data 
distanza come raggio; in conseguenza i punti d' intersezione delle 
due locali saran quelli che risolvono il problema. 

Da ultimo per trovare il centro del cerchio che avendo un dato 
raggio risulti tangente un altro cerchio non men che una retta data, 
si può far uso della seguente analisi. l*er la condizione del contatto 
fra’ due cerchi , il centro ignoto dovrà stare su la circonferenza 
concentrica alla data e descritta con raggio eguale alia somma o alla 
diiferenza de'due raggi dati ; e poiché il cerchio da costruire, inoltre 
debh'essere tangente alia retta data , il centro dov rà trovarsi ancora 
su di una o su di tutte e due le parallele menate ad una distanza 
eguale al raggio dato; adunque le soluzioni si otterranno mediante 
l'intersezione di queste ultime due rette con le due locali circo- 
lari , ed il loro numero varierà tra 0 ed 8, a seconda della posizio- 
ne e della grandezza de'dati . 

In questo punto richiamando il primo problema da noi risolu- 
to, nel quale fu proposto di trovare un punto che unito con due 
altri dati , le congiungenti , serbandosi «n dato rapporto , con- 
tenessero un angolo dato , osserviamo che la soluzione piò natu- 
rale é precisamente riposta nell' uso de' luoghi geometrici , dap- 
poiché si sa che gl' innumerevoli triangoli formati sopra una stes- 
sa base , con angoli opposti di grandezza costante , hanno i loro 
vertici sulla circonferenza di un cerchio ; e coloro i quali colti- 
vano r analisi geometrica , non ignorano che anche sulla circon- 
ferenza di un cerchio sono situati i vertici de' triangoli costruiti 
sopra una stessa base, e che hanno gli altri due iati in un rap- 
porto costante ; ond' é che il punto cercato starà nella interse- 
zione di queste due locali. 

6 1 . Ritornando a' problemi indeterminati vogliamo avvertire 
esser stato, e tuttavia esser d'uso, o enunciarli con cercare esplici- 
tamente il luogo de' punti, che soddisfano alle condizioni, che si as- 
segnano, ovvero proporli sotto forma di teoremi, come fu praticato 
dal celebre Apollonio e da vari altri Geometri, che han preso cura 
di esaminare molte quistioni indeterminate. 

Noi oltre di quello che saremo per esporre nel capitolo seguente, 
consigliamo que'tra i nostri lettori, che amassero acquistar mag- 
giore attitudine all' analisi geometrica , di studiare su tali raccolte 
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di luoghi geometrici ('); mentre a solo titolo di esempio ci occu- 
piamo del problema seguente, nel quale faremo rilevare una con- 
seguenza notabile per applicarla alla soluzione di un altro. 

PROBIJiMA 20. 

62. — Dati due putUi trovare il luogo geometrico di quelli che 
uniti con essi , risulti la differensa de' quadrali delle congiun- 
genti equivalente ad un dato quadrato. 




Analisi — A e B essendo i punti dati , sia C il punto cercato, 

a '4 

di modo che risulti la differenza AC — BC eguale ad un qoadrato 
j conosciuto che avesse per lato una retta m. 

È naturalissima l’idea di unire AB, av- 
vegnaché si tratta della determinazione 
‘ di un punto C, la quale è fuori dubbio 
dover dipendere dalla distanza, che inter- 
cede fra punti dati ; anzi poiché quan- 
do il imnlo C fosse cognito sarebbe an- 
che data di grandezza e di posizione la CD 
perpendicolare su di AB, ne segue che 
il problema può dipendere dalla deter- 


c't 


minazione del punto D. Or poiché la perpendicolare CD dà luo- 


(•) Al proposito è utile sapere che il dotto Euclide compose un’opera che area 
per oggetto un altro genere di praposirinni indicate 'col nome diporùmi: ma dalle 
opere degli antichi Geometri, che son perrcuule sinoa’nostri giorni non si rileva 
qual sia il vero signilicalo dalla parola poritma. Tutti i matematici però si accorda- 
no nciridea che tale vocabolo Tu attribuito a proposizioni di un genere particolare; 
e Pappo Atessandrino h portata opinione che i purismi cran quelle proposizioni, 
che partecipando del teorema c del problema avean per oggetto una invuligattone. 

Il Simion ha lasciato scritto ; Poritma ttl Propoiilio in qua proponitur <te- 
mobatrare rem aliquam , vel plurei datat ette, cui, vel quibut, ut et euiUiet 
ea rebus innnmeris, non quidem doiis, ted quae ad ea data sunt eandein ha- 
bent retalionem , convenire ostendendum est affectionem quandam eommunesn 
in Propositione deseriptam. 

Poritma eliam in forma Froblemaiis enuntiari potett, f> nimirum ea quae 
data demonstranda tutit , invenienda proponantur. 

De Poritmalibut tractatus Koberti Simson Op. ret. Glasguae iS7S. 

Il dottor Ptagfair in una memoria inserita nel tomo 2.® delle Transazioni fi- 
losofìcbe di Edimbourg ha cercato dimostrare che gli antichi davano il uotne 
di porismi a quelle proposizioni che alTermano la possibiliU di trovare in un 
problema le condizioni perchè fosse indeterminato. 

Ma chi amasse ulteriori uotizie su tal soggetto potrò consultare le dotte ri- 
cerche dell' illustre Cuarus nel suo Jperpu hiitorique ec. 
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go a due triangoli rettangoli , di cui essa è cateto comune , ri- 
• — * 

sulta AG — BG = ad — DB = m ; ed in conscguente riOcttcndo 
che alla medesima relazione si sarebbe giunto supponendo il pun- 
to ignoto in qualunque altro sito della retta CD , ne segue che il 
problema proposto è indeterminato, ed ha per locale una perpen- 
dicolare ad AB condotta per un certo punto D, il quale , in virtù 
della stessa relazione, si scorge esser quello che divide, la retta AB 
in due parti tali , che la diOerenza de’ loro quadrali eguaglia un 
quadrato dato. Questa ricerca ò stata esaminata di giù nel nume- 
ro 11, ond'è che, applicando quella soluzione al caso attuale, pos- 
siamo costruire il problema come nella figura, ove la retta GG'ò 
uno de' due luoghi cercati; si costruirebtie similmente l'altro, fa- 
cendo all'estremo A le costruzioni eseguite in B. 

63. Dalla soluzione del problema precedente risulta che, al- 
lorquando son dati di posizione un punto ed una retta , si può 
sempre determinare la posizione di un altro punto per il quale 
si verifichi, che la dilTerenza de'quadrati delle distanze di un qua- 
lunque punto della retta dal punto dato, e da quello da costrui- 
re , risultasse costantemente eguale ad un dato quadralo : in fatti 
basta per ciò abbassare dal dato punto , che suppongo essere A , su 
la retta data GG' la perpendicolare AD, tagliare poi, a partire da 
D, la retta DG' eguale al lato m del dato quadralo , tirare G'E 
parallela ad AD, e col centro D ed intervallo DA descrivere un 
cerchio, il quale intersegherù la retta G'E in E, d'onde menando 
una perpendicolare alia AD prolungata , si ottiene il punto cerca- 
to B, il quale potrebbe avere un'altra posizione, se si valutasse 
r intersezione dello stesso cerchio con la parte E'G' della parallela. 

Questa osservazione ed altre che si potrebbero fare in diversi pro- 
blemi indeterminati, costituiscono un corredo di conoscenze , che 
agevola grandemente l’analisi delle quistioni, potendole applicnn* 
nelle opportunità siccome da noi si pratica ncU'cscmpio seguente. 

PROBLEMA 21. 

G ì. — Trovare il luogo geometrico de' punti tali che le tangenti 
condotte da ciascuno a due cerchi dati , risultassero fra loro eguali. 

HolaKlonc— Supposto il problema risoluto, siano C e C' i centri 
de'due cerchi C), che abbiano rispctlivamcntc per raggio GR, G’R', 

(') L* Ggan si i oniossa , esKadu facile ad e>seco ideata da chi che si*. 

7 
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c sia X uno ile' punti cercali. Si ridetta, che unendo i due cen- 
tri col punto X, e co' rispettivi punti di contatto, i quadrali del- 

% 9 

le tangenti sono rappresentali dalle due quantità , CX — CIÌ 

• 

C'X — di' , le quali per la condizione del problema dovendo es- 

— • — “ — » , 

sere equivalenti , risulterà CX — C'X = CK — di' ; perciò il 
punto X dev’ esser tale che la differenza de’qtiadrali delle rette 
che lo congiungono co’ centri de’ cerchi dati, eguagli una supcr- 
licic data; laonde potrà essere uno qualuminc di una certa retta 
determinabile come sopra , la quale si confonderebbe colla secante 
comune , ove mai i due cerchi s’intersegassero. 

65. Se nel problema del n.® G2 , si fosse detto la differenza 
non già, ma la somma de’ due quadrati, dover essere eguale in 
superficie ad una data figura, l’analisi avrebbe mostrato doversi 
trovare tull’i punti di riduzione sopra una circonferenza di cerchio, 
il quale ha per centro il i>unlò di mezzo della retta, che unisce 
i due punti dati , e per raggio il lato del quadralo, che pareggia 
la differenza della figura data sul quadrato della metà della con- 
giungente i due punti dati. .Ma noi volendo mantenerci fra' limili 
degli elementi non isviluppiamo di[ipiii l’ enunciato principio co- 
niechù, al pari del precedente, sia fecondo di molle conseguenze 
c di estese applicazioni ; e solo per fare acquistar conoscenza delle 
più rilevanti proprietà locali della linea retta e della circolare, ri- 
portiamo qui in seguito le enunciazioni di alquante proposizioni 
di cui la maggior parte trovasi sviluppala nel trattalo de’ luwjhi 
piani di Apoltvnio C). 

1. ® Date due rette di posizione, un’altra retta è il luogo de’ punti 
tali che sia costante il rapporto delle inclinale alle prime , con- 
dotte da ciascuno de’ suoi punti , sotto angoli dati. 

2. ® La retta è il luogo geometrico de’ punti medi di tulle le 
congiungenti gli estremi de’ segmenti di due rette computali da 
due punti fissi , e che serbano fra loro un dato rapporto. 

3. ® Da un medesimo punto di un piano tirate sur esso più coppie 
di rette tulle contenenti un medesimo angolo dato , e i cui lati ser- 
bino un dato rapivorto, se gli estremi di lutti i lati omologhi al- 
l’un termine della ragione assegnata , stiano sopra una retto o una 
circonferenza, i rimanenti lati staranno rispettivamente su un’ultra 
retta, o sopra un'ultra circonferenza. 

(•) Simson — Apollonii perjitei loca plana reililula. 
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4.® La circonferenza 6 il luofro Reomclriro de’ punti tali die sia 
costante il rapporto delle disianze di ciascuno di essi a due punti fissi. 

fi.® Dati un punto ed una retta, se dui primo si menino delle in- 
clinate qualsivogliano su In seconda , c se su esse tagliansi, a par- 
tire dal dato punto, delle porzioni in modo che sia di data gran- 
dezza il rettangolo da esse contenuto con le corrispondenti incli- 
nate; i punti di divisione staranno allogati su una circonferenza. 

6. ® Tutti i triangoli costruiti su la medesima base e di cui il ret- 
tangolo de’ lati eguaglia quello della rispettiva altezza in una data 
retta, hanno i loro vertici allogati sopra una medesima circonferenza. 

7. ® La circonfereuza di un ccrcliio è il luogo de’ punti da ciascuno 
de’quali menando due rette Luna ad ondato punto, e l'altra per- 
pendicolare ad una retta data , il quadrato della prima è eguale 
al rettangola della seconda in una retta di data grandezza. 

8. ® La circonferenza di un cerchio 6 il luogo de’ punti per ciascuno 
de’quali si verifica esser costante la somma de’ quadrati delle per- 
pendicolari che da esso si abbassano su tutti i lati di un poli- 
gono regolare. 

9. ® Il punto d'incontro delle tre altezze di ciascuno dogrinnumc- 
rcvoli triangoli iscritti in un cerchio, c che hanno una medesi- 
ma corda per base comune , ò situato sopra la circonferenza di 
un dato cerchio. 

10. ® il luogo de’ccntri di tutti i cerchi, ognuno dc’quali passa por 
i piedi delle tre altezze degl’ infiniti triangoli iscritti in un me- 
desimo cerchio sopra una stessa corda , è una circonferenza, 

11. ® La circonferenza ò il luogo de’cciitri de’ cerchi iscrittil)ili 
negl’innumerevoli- triangoli, che si possono iscrivere in un cerchio 
sopra una medesima corda. 

12. ® Una circonferenza è il luogo delle intersezioni delle altez- 
ze di ciascuno degrintmmcrevoli triangoli, cui due cerchi fissi sono 
l’uno iscritto c lultro circoscritto (*). 

(*) É prppriclà <Ji un siMcma di due cerchi che se una velia un Iriangelo 
trovisi in maniera situalo da essere iscritto ncH’uno, c cireosrrillo aU'altro, sa- 
ranno innnniercvoli i Iriongoli che possono descriiersi tra i due dati cerchi con le 
medesime condizioni. Questa bella proprietà del sistema di due cerchi, che giustiPea 
l’ipotesi de'duo ultimi teoremi locali del lesto, e che si estendo ad un sistema 
di due sezioni coniche con un poligono i|nalunquc, i dovuta all' illustre l’oiicclel. 
Di poi molti Geometri distinti c tra gli altri Luillicr, llunger re. e do ultimo il ramo- 
so Jacohi si sono occupati a dimostrare reuunciato teorema che presenta non lievi 
dil11collà.?loi riporteremo a suo liiogo-iina dimostrazione semplicissima, dovuta al 
nostro Geometra sig. Nicola Trudi, il quale ci ha comunicalo gli ultimi teoremi. 
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13.® Una circonfercma ò pure il luogo do’ centri di tutt’ i cerchi, 
ognuno de' quali passa pc’ piedi delle tro altezze di ciascuno de- 
gl' innumerevoli triangoli, cui due cerchi fissi sono l'uno iscritto 
e l’altro circoscritto. 

66. 1 luoghi geometrici sono stati variamente classificati a 
seconda che si è partito da dilTcrenti vedute. Gli Antichi dissero 
luoghi piani la retta e la circonferenza, poiché eran queste le sole 
linee che in origine sapeano descrivere nel piano; chiamarono poi 
luoghi solidi I cllissc, l'ipcrbola, e la parabola, poiché n’ebbero la 
prima genesi per mezzo di un solido ; e finalmente dissero iper- 
solida ogni altra locale diversa dallo precedenti. Ma i moderni 
quantunque sian soliti di ritenere la sola distinzione dei luoghi 
geometrici in piani e solidi per le primo e per le seconde delle 
mentovate locali, hanno poi regolata la generale classificazione 
de' luoghi geometrici partendo da altri prìncipi, che a suo tempo 
esjwrromo. 

Coerentemente alla dichiarata nomenclatura si sono detti pia- 
ni quei problemi, che possono essere risoluti per mozzo dei luo- 
ghi piani ; solidi quelli che per lo meno esigono l'uso di una lo- 
cale solida ; ed ipersolidi o lineari quelli pe' quali richiedesi qual- 
che locale di pari denominazione. 

Vi sono buone ragioni per credere che gli Antichi avessero 
spinta la loro scienza sino al punto da poter decidere in ogni 
caso della natura di un problema ; ma non essendo pervenute a 
noi che pochissime delle loro opere matematiche , non si è po- 
tuto conoscere alcuna cosa intorno a tal soggetto. 

CAPITOLO IV. 

lilFLESSIO.NI INTOnNO ALLE CONSEGUENZE CHE POSSONO DEDCBSt 
DALLE ANALISI DELLE QDISTIONI GEOMETttICUE. 

67. Prima di dar termine alle considerazioni generali, di cui 
c! siamo occupati finora, facciam notare che l’esercizio su la ri- 
soluzione de’ problemi , oltre di doverlo risguardare come un mez- 
zo atto alla determinazione di alcune quantità, di che si può aver 
bisogno nelle applicazioni varie che si fanno della geometria , si ha 
bene spesso occasione di riconoscerlo come origine della scovcrta di 
nuove proprietà dell’ estensione figurata , la qual cosa stimiamo 
utile di mostrare co’ seguenti esempi. Ed in prima: se fosse pro- 
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posto ({' iscrivere un cerchio ad un dolo quadrilatero . poichb tre 
de’ suoi vertici determinano una circonferenza , il problema è più 
die determinato; c se si volessero indagare le condizioni alle quali 
do^rellbc soddisfare il quarto punto a fine si trovasse allogato nella 
circonferenza del cerchio che passa per gli altri tre , la semplice 
jiroprietài^elle corde che si intersecano nel cerchio, ci mcttcreb- 
lic in conoscenza del teorema : 

Un quadrilatero è iscrillibile in un cerchio quando le due diago^ 
vali si dividono in maniera da essere equivaletiti i reUangoìi delle 
rispellive parli , o quando la somma degli angoli opposti è uguale 
a dite retti ; o anche quando prolungali i lati opposti s’ incontrano 
in nn punto pel quale si veriftea essere eguali i rettangoli de' tati 
protratti ne' rispettivi prolungamenti. 

68. Inoltre se si riflettesse che menando da un qualunque verti- 
ce A del quadrilatero una retta AE che facesse con uno de' due lati, 

per esempio AB, un angolo EAB eguale 
a CAD compreso dall'altro lato AD con 
^ la diagonale che passa per lo stesso vertice, 
' prolungando tale retta sino ad incontrare 
la seconda diagonale in E; risulterebbero 
due triangoli AEB, ed AEO risiiettivamen- 
tc simili agli altri ACD, ABC dai quali 
si avrebbero le proporzioni 

AB:BE;:AC:CD ABXCD = ACXBE 

AD:DE::AC: BC “ AD)<BC=ACXDE 

ed addizionando le due eguaglianze emergerebbe il noto teorema : 
In ogni quadrilatero iscriltihile in un eercAio , il rettangolo con- 
tenuto dalle due diagonali eguaglia la somma de' rettangoli de'due 
lati opposti. 

Che se i due lati del quadrilatero proposto formassero con una 
delle diagonali un triangolo equilatero , si troverebbe che alloro 
pii si può cireoserivere un cerchio , quando l'altra diagonale pa- 
reggia la somma de’ rimanenti due lati. 

69. Analizzando convenientemente la quistione inversa, cioè 
iscrivere un cerchio dato in un quadrilatero, si troverebbe che per 
essere possibile la soluzione , debbono essere eguali le due som- 
me de’ lati opposti , e perciò si può conchiudere che ; 

Un quadrilatero è cireoscritlibile ad un cerchio, quatido sono 
eguali le somme de’ due lati ojtposli. 
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70. Come secondo esempio torneremo per poco al problema, 
in cui ccrcavasi di trovare sopra una rotta di data posizione, un 
punto tale, che le sue congiungcnti a due altri dati fossero egual- 
mente inclinate alla data retta (num. i2); e notiamo che dalla 
seconda analisi di esso può rilevarsi, che se si unisce un qualunque 
altro punto della retta con i due punti dati, la somma delle con- 
giungcnti è sempre maggiore dell' altra, che si ottiene unendo quel- 
le, che s'inclinano egualmente con la retta; quindi ne segue che; 

La somma delle disianze di un punto di una reità da due altri punti 
dati è un minimo quando le congiunqenti s’inclinano egiudmente alla 
retta; o se uniscansi tra loro i due punti dati, si avrà conoscerzi 
deir altro teorema: 

Di tulli i triangoli costruiti stdla stessa base, e che hanno i ver- 
tici allogali sopra una medesima retta, quello che ha gli altri lati 
egualmente inclimli alla retta, ha un perìmetro minimo. 

71 . Da questa conoscenza ne segue, che de’varl triangoli di clic ò 
parola nell’analisi dell'altro problema del num.” 22, quelli che ven- 
gono determinati dall' intersezione de' due. cerchi di raggio eguale 
avendo , come è facile dimostrare , i iati egualmente inclinati alla 
parallela alla base, condotta dui detti punti, formano una somma 
che .è più piccola di qualunque altra si formerebbe, unendo gli 
estremi della base con un punto qualunque delle anzidette paral- 
lele; c perciò la composizione di quel problema essendo regolata 
in modo da far risultare costante la somma dc'duc lati, ne seguo 
che i vertici di essi debbono andar compresi in fra la data base 
e le parallele, ed in conseguenza le altezze de’varl triangoli sa- 
ran sempre minori di quella, che corrisponde al caso dc'duc lati o- 
guali : ond’è che si può conchiudcrc ; 

Di lutti i triangoli dello stesso contorno, o isoperìmelrì, costruiti 
su la stessa base, quello che ha i due rimanenti lati eguali com- 
prende un'area massima; il che del resto è anche una imme- 
diata conseguenza della configurazione della ellisse, luogo geome- 
trico di quel problema: e se ne può dedurre che; 

Quando un triangolo ha una superficie, che è la più grande tra 
quelli isoperìmelrì , dev' essere equilatero. 

72. Per dare un novello esempio di problemi, die conducono 
alla scoverta di teoremi , proponghiamoci descrivere un cerchio 
che sia tangente a tre rette , le quali s’ interseghino due a due. 

Facile ollremodo è 1’ analisi dell’ attuale quistionc : infatti sup- 
posto essere GB, CK, IIG le tre rette, che s’intersecano, appa- 
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riscc immedialomentc come il problema ammette quattro solu- 
zioni, le quali si otterrebbero tutte praticando lo stesse cose, che 
nella geometria piana sonosi trovate necessarie per isa-ivcre un 
cerchio in un dato triangolo , cioè dividendo per metà gli an- 
goli formati da due delle rette date con la terza. Anzi questo pro- 
blema elementare resta generalizzato enunciandolo come si è fatto 
qui sopra , e si concepisce cosi , uniformemente a ciò che altro- 
ve si ò accennato {mim, 3), come sian quattro i cerchi che toc- 
cano i lati di un triangolo, dei quali 
'i tre che stanno al di fuori della sua 
area diconsi ex-iscritti. 

Or solo che si faccia attenzione ai 
modo col quale si determinano i cen- 
tri D, E, F si comprende come la 
stessa retta che biseca un angolo, per 
esempio GAG, prolungata biseca il suo 
verticale BAH ; e si acquista cono- 
scenza in tal modo del teorema: 

Le tre congiungenli i centri de cer- 



chi ex-iscritti ad un triangedo passano pe vertici di esso. 

73 . E se riflettasi che le due rotte BG, BK son le tangenti 
al cerchio di centro D, condotte da un medesimo punto, c che 
però sono eguali si conclude che unendo BD i due triangoli BDG , 
BDK risultano eguali, e- quindi la retta, la quale unisce il ver- 
tice B col punto D coincide con la bisettrice dell angolo ABC 
di’l triangolo proposto , ma il centro D si determina con la in- 
tersezione delle rette FA, EG che dividono per metà gli angoli 
BAH, BCL dunque 

La bisettrice di uno degli angoli di un triangolo , e quelle dei 
supplementi degli altri due , concorrono ad uno stesso punto. 

74. Inoltre poiché la retta che unisce un vertice del trian- 
golo ABG col centro dell’opposto cerchio ex-iscritto divide per me- 
tà l'angolo di quel vertice, le tre rette BD, AE, GF, perchè bi- 
settrici degli angoli in B, in A, ed in G del triangolo ABG, sin- 
tcrscghcranno in un medesimo punto I; ma DB è perpendicola- 
re ad EF, essendo retto l’angolo DBF, perchè somma de’ due 
DBA, ABF i quali sono metà di due altri conseguenti; e simil- 
mente FG ed EA son perpendicolari ad ED e DF , perciò 

\e triangoli le tre altezze s intersecano nello stesso punto , il 
che d allrondc può essere con facillù direttamente dimostrato. 
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75 . Come ultimo esempio occupiamoci a trovare il hmgo de' 
punti di concorso delle tangenti ad un cerchio , condotte dalle due 
intersezioni di ciascuna delle diverse rette che partono da un me- 
desimo punto dato. 

Sia AB una delle secanti il cercliio BDA , la quale passi pel 
dato punto 1*. Condotte le tangenti AV , BV da' punti d' interse- 
zione A e B, si unisca il punto d’ incon- 
tro V col centro C; c congiunta inoltre 
la retta PC le si abbassi dui punto V la 
perpendicolare VO. 

£ chiaro che il sito de' punti come V 
dipenderà dalla grandezza di OC. Or poi- 
ché i due triangoli rettangoli VCB, VGA 
lianno l' ipotcnusa ed un cateto egua- 
li, sarà r angolo ACV eguale all’ altro 
BCV, ed in conseguenza i due triangoli 
BCK, CKA saranno anche eguali ; laon- 
de CK risulterà perpendicolare od AB. 
Essendo perciò il triangolo KCP rettan- 
golo iiiK, sarà simile all’ altro VOC, il 
quale 6 pure rettangolo in O, cd ha con 
esso di comune l’ angolo acuto C : ver- 
rà quindi la proporzione 



OC ; CV :: CK : CP d onde COXCP=CVXCK 
ma per le note proprietà del triangolo rettangolo sappiamo essere 

CVXCK= CB = CU, adunque si avrà finalmente 
COXCP = Ò)‘* 

Sicché la grandezza di CO dipende solamente dal raggio del cer- 
chio c dalla distanza del centro dal dato punto , c però non va- 
riaeoi variar la posizione della secante AB , onJ' é che si com- 
prende come il luogo cercato sia la stessa retta OV, vai (pianto dire 
una perpendicolare a quella che unisce il punto dato col centro, 
e da questo distante per una retta CO, ch’é terza proporzionale 
in ordine alla detta cungiungcntc cd al raggio. Di|ipiù apparisce 
dallo stesso valore di OC che 1’ anzidetta locale starà fuori del 
cerchio se il dato punto è nell’ interno della sua arca , e vicever- 
sa ; appunto come si vede nelle due figure , in ciascuna delle quali 
può leggersi la riportata soluzione. 

70. La relazione trovata qui sopra Ira il punlo P c la retta 
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OV, ha dato orìgine a nomerosc conseguenze le quali, costituendo 
una importante teorica, saranno da noi separatamente esposte in ap- 
posito capitolo. Non pertanto notiamo che stando net piano del 
cerchio una qualunque retta OV , se da uno de’ suoi punti si ti- 
rino due rette VA, VB che‘ tocchino la circonfOTcnza , ‘ la corda 
infra i contatti dorrà intersecare in un certo punto P fa retta CP 
che dal centro si mena perpendicolarmente alla VO, e' si trove- 
rebbe, come s<q)ra, che la parte CO è terza proporzionale in ordi- 
ne alla distanza CP ed al 'raggio del cerchio; Aia quando 'tiò si 
verifica si è già veduto ( numero ireeed. ) che la perpendicolare 
a CP condotta pel pnnto P è la locale di tutt' i punti di concor- 
so delie coppie delle tangenti al cerchio ne'' punti d* intersezio- 
ne delle varie secanti condótte per P ; dnnquc la data retta YO 
si confonde con la detta locale , e quindi può stabilirsi 'il teo- 
rema ; 

St più angoli circoscrilti ad un cerchio hanno i loro vertici ti- 
tuati in linea retta, le rìqiettiee corde fra' conlalti postano tulle 
per uno ttesso punto. 

77. 'Ritti gli esempi su’ quali si è applicata I’ analisi, hanno 
avuto per oggetto la soluzione di vari problemi ; ma non è al- 
trimenti che debbesi ragionare quando trattasi della dimostrazio- 
ne di teoremi ; e lo sviluppo della corrispondente analisi, da isti- 
tuirsi con la stessa regola del numero 4 , può dar luogo bensì 
a nuove ed importanti conoscenze. Cosi ' analizzando convcnevol- 
mente la proposizione ; il cerchio che patta per i piedi delle tre 
altezze di un triangolo , patta ancora pe' punti medi de’ tuoi let- 
ti , si potrebbero dedurre successivamente i scienti teoremi. 

1.0 1 tre vertici di un triangolo ed il punto d’ incontro delie 
sue tre altezze sono i centri de’ quattro carchi iscrittìbili nel trian- 
golo formato da’ piedi delle altezze medesime. > 

2.0 1 cerchi desetUU pe’ piedi delle altezze degl’ infiniti trian- 

goli arbitrari , che possono iscriversi in un medesimo cerchio, so- 
no di costante grandezza. ' 

3.0 1 cerchi circoscritti a’ quattro triangoli, d^rminati da’ tre 
vertici di un triangolo qualunque e dal punto d’ incontro delle 
tre, altezze sono eguali fra loro. 

4.0 La retta che unisce il centro del cerchio circoscritto ad un 
triangolo col punto d'incontro delle tre altezze, passa pel Centro 
del cerchio condotto per i piedi delle altezze medaime, e vi ri- 
mane bisecata. 

8 


Digilized by Googlc 



U8 GEOMETKIA ANAUTIGA — SEZIONE k* . 

5.0 li cerchio che passa per i piedi delle tre alteizc di; ua tri«a- 
gelo, biseca tutte le rette tirate dal punto d’incontro delle al- 
tezze medesime al perimetro del cerchio che gli è ciiooscritto. 

6.0 Se un vertice di un triangolo iscritto in un cerchio vada 

per.correndo la sua circonferenza , il punto d' incontro delle tre 
aitene , il centro del cerchio che passa pe' loro vertici , ed il 
centro del cerchio iscrittibile, percorreranno tre diverse circon- 
ferenze di cerchio. , . , . 

78.. Diamo termine a questo capitolo col riportare gii enun- 
ciati di alquanti problemi. 

1 1.0 Dati tre punti condurre per uno di essi una retta in mo- 
do che le distanze degli altri due punti dalla medesima retta sia- 
no in data ragione. 

2.0 Per un dato punto condurre una secante a due parallele 
anche date , in maniera che la differenza de' segmenti pareggi 
una retta data. 

3.0 Per un punto dato nel piano di un angolo menare una 
retta in modo che la somma, o la differenza de' segmenti de- 
terminati su' lati . a contare dal vertice , sia eguale ad una da- 
ta retta. 

4." Essendo date tre rette di posizione , trovare un punto dal 
quale condotte le tre perpendicolari alle rette, risultino avere fra 
loro un dato rapporto. 

5.0 Essendo date quattro rette di posizune sopra un medesimo 
piano , costruire un’ altra retta in modo che le tre parti inter- 
oette fra le prime abbiano dati rapporti. 

6.0 Dati tre punti , per essi tirare altrettante rette in ma- 
niera che con il loro inroiMro determinino un triangolo equila- 
tero che sia il più grande o il più piccolo possibile. 

7.0 Date un triangolo tirare una retta parallela olla base, in 
modo che il triangolo supcriore avesse un dato contorno. 

8.0 Trovare un punto nell' arca di un triangolo , per modo che 
unito co’ vertici risultino tre triangoli equivalenti. 

9.0 Trovare un punto nel piano di un triangolo, in modo che 
le congiungenti co' tre vertici serbino fra loro dati rapporti. 

10.0 Dato un punto nell' area di un triangolo menare tre ret- 
te elle lo dividano io altrettante parti equivalenti. 

Costruire un triangolo essendo dati , . 

It.o l’altezza e gli angoli alla base. 

12.0 I' altezza , la base e l'angolo al vertice. 
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13.0 l'altezta, il contorno, cd uno dcgU angoli alla sua base. 

14.0 l’altezza, la base , ed il, raggio dei cerdiio cireoscritto. 
,15.0 raltezza, la biseUrke, e la mediana tutte contate da uno 

stesso vertice. ■ : ■ 

16.0 le tre altezze. ' ■ 

17.0 le tre mediane. * ■ ‘ ‘ ■ 

18.0 due lati e la bisettrice dell' angolo tra eui compreso. 

19.0 un lato, I* angolo opposto ed il raggio del cerchio iscritto. 

20.0 un lato, il raggio del cerchio circoscritto e la distanza 
de' centri dell' iscritto e del circoscritto. 

21.0 un lato, rangole opposto cd il rapporto degli altri rima- 
nenti due' lati. 

22.0 yn angolo, un lato adiacente e la somma degli altri rima- 
nenti due lati. 

23.0 un angolo , un lato adiacente e la differenza degli altri 

due lati, "i ' - ■ 

24.0 un angolo , la somma , e la differenza de’ quadrati degli 
altri due lati. 

■ i25.o un aiuolo c le distanze degli altri due da' lati opposti. 

26.0 un angolo, la somma de' lati che io comprendono, e l'al- 
tezza computata dal detto angolo. 

27.0 un angolo, H raggto del cerchio iserilto, e quello del cer- 
-chio circoscrìtto. 

28.0 due vertici ed il punto di intersezione o delle tre altezze, 
o delle tre mediane , o delle bisettrici dei tre angoit. 

29.0 Costruire un quadrato conoscendo la somma, o la differenza 
della diagonale col lato. 

Costruire un rettangolo essendo dati 

30.0 uno de' suoi lati e l'angolo delle diagonali. 

31.0 il contorno e la superficie. 

32.0 la superficie e la differenza de' due lati contigui. 

Costruire una losanga conóscendo ^ 

33.0 un lato ed una diagonale. 

34.0 le due diagonali.' < . - 

35.0 un lato e la somma o la differenza delle due diagonali. 

36.0 Cogtniire una retta fra' lati di un angolo supplementale di 
una losanga , io maniera che sla eguale ad una retta data , e che 
prolungata , passi per 1’ angolo opposto delld figura. 

Costruire un parallelogrammo essendo dati 

37.0 due' lati adiacenti cd una diagonale. 
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38. ” un lato , un angolo , cd una diagonale. 

39. ” un lato c le due diagondi. ' ' 

40. ” un lato , una diagonale , e l'angolo delle due diagonali. 

Costruire un trapezio quando son dati > . 

41. ” i quattro lati. '*• 

42. ” le due basi e le due diagonali! 

Coalruire un quadrilatero conoscendo 

43. ” quattro lati , ed una diagonale. ■ : - i. 

44. ” tre lati e le due diagonali.) 

45. ” due angoli opposti , le diagonali , ed il loro angolo. 

, 46.” Dato un cerchio ed un punto nel prolungamento (M un 
diametro, tirare pel punto dato una secante , in modo che la parte 
intercetta nella circonferenza , eguagli la coogiungente gli estre- 
mi della corda e del diametro, ambo dalla parte del punto dato. 

47. ” Trovare sopra una retta data di posizione un punto tale 

che la tangente da esso condotta ad un cerchio, risulti di data 
lunghezza, t ' • 

48. ” Dati due cerchi ed una retta, trovare su questa nn punto 
pel quale condotta una tangente a ciascuno de' due cerchi , ri- 
sultino egualmente inclinate alla retta. 

49. ” Date tre circonferenze concentriche costruire un triango- 

lo di' data specie , in modo che i tre vertici stiano sulle tre cir- 
conferenze. .1 

50. ” Dati un cerchio e due punti , descrivere un altro cerchio 
col centro in uno di questi punti, e tale die intersegando il 
cerchio dato, la corda comune passi per il secondo punto. 

51. ” Date due circonferenze concentriche ed un punto, descri- 
vere, con quc'slo punto come centro , un cerchio tale che inter- 
segando i due cerchi dati ed unendo i due punti d'incontro che 
sono da una stessa parte della linea de' centri , la congiungentc 
passi per il centro comune de' due cerchi dati. 

Costruire un cerchio di dato raggio e che , 

62. ° passi per due punti. ,,, , j 

63. ” passi per un punto , e tocchi una retta. ... 

64. ” passi per un punto e tocchi una circonfcreoza. 

66.” tocchi una retta ed un altro cerchio. 

66. ” sia tangente a due altri cerchi. 

67. ” Descrivere un cerchio. con un dato centro, c tale che in- 
contrando due rette parallele , anche date di posizione , la diffe* 
renza delle parli intcrcettc risulti eguale ad una data retta. 
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58.0 Dati due punti daHa .stessa porte di un diametro di un 
cerchio, trovare un punto dell’altra banda, il quale unito con i 
primi succeda , che le congiungcnti comprendano una parte del 
diametro uguale ad una retta data. 

* ; 

CAPITOLO T. 

.1 i ^ I 

DELLE TRASTERSALI EE'TIIIANGOII. DB’GRCPPI EDE’PASa ABXOSICT. 

DE’QDADBILATEni COMPLETI. ' . ‘’ 

H piccol numero degli esempi trattati 'ne- capitoli precedcnli , 
è bastevole per ’ mostrare come nello esame delle quistioni si re- 
sta tanto meglio agevolato , per quanto maggiore è la conoscenza 
delie proprieU diTorenti, le quali assistono i soggetti geometrici. 

Egli è fuor d’ognl dubbio che tale conoscenza sì acquista e si au- 
menta per via di speciale e prolungato studio ; ma a fine di ab- 
breviarlo il più che sia possibile , conviene dopo gli elementi della / 
scienza, impossessarsi in sulle prime di quelle verità che sono di 
grande generalità , e che perciò possono avere numerose applica- 
zioni. - ^ I I ' • I ; ' 

È per tale oggetto che abbiamo creduto esporre le cose che 
trovansi io questo- e n^li altri capitoli, che danno compimento 
alla sciioBo. , ! . I .! . ■ / < !/ > > 

■ ! i' I ' 1 I • I I • I : ■! 

PruprleSh delle tra«TcM»ll ne’(elMftM*ll. - 

7 9 . Quando una retta si trova nello stesso piano di un triangolo, 
in due sole maniere nc può incontrare il contorno; o in modo 
cioè che i tre punti d’intersezione si rattrovino ne’ priidungamenti 
de' tre lati, o pure che due stessero su due lati, e l'altro nèl 
prolungamento del terzo; in altri termini, le intersezioni di una 
trasversale co’ prohiBgamenti de' lati di un triangolo , succedono 
sempre in numero dispari.' • • ■ 

In ogni caso computando le distanze successive degH estremi 
di un lato, dal riattivo punto d’intersezione con la trasversale, 
risultano sei segmenti, di cui passiamo ad esaminare le principali 
relazioni (*). ; , ' . 

(*) La (eoriebe «vilnppate in qneilo capitolo potsone appHeani ntilmeiria t molte 
eperazioui di agrimensura: veggasi I’o|miscoIu del signor BriaiKlioa iuUlolato Àp- 
flkfUion dt Ut dti trasawriolea — Paris 1818. 
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TEOREMA 1.» 

80. Se una Iraeverude incontra i.lMi di un' hia$igolo, il pro- 
dotto di tre tegmenti non consecutivi eguaglia quello de' rima- 
nenti tre (’)• 


La trasversale TS incontri 1 lati del triangolo ABC ne' punti T. 
y» I S. Quale ebe aia la sua direakme, sarà sempre incontrata dalla 
retta BD , che da md vertice qualunque. B viel triangolo si tira 
parallelamente al lato opposto AC : si avranno cosi due triango* 
1* VBD, VeS i quali sono simili tra loro, al 
j! pari degli altri due TAS, TBD. Si hanno per- 
ciò le seguenti proporzioni 

VB:VC::BD:CS i : i 
TA : TB : i A3 : BD ; ' . 

moltiplicaodo corrispondentemente i terasini, 
ed omettendo il fattore couMine BD, el ha la 
proporiione TAXVB : TBXVC ; : AS :>CS, 
dalla quale si deduce > " 

AT.BV.es = BT.CV.AS (1) 
e come l'ordine successivo de' segmenti deter- 
minati da'punti d'inoontro T, V, S, della tra- 
sversale co' tre lati AB.BC.CA. è appunto AT, BT, BV, CV, CS, AS; 
cosi nella trovata eguaglianza, i tre fattori di un prodotto son tre 
segmenti non consecutivi. Dunque ec. ' - r 

81. Se la trasversale s'inclinasse egualmente a’ lati AC e BC, 
Ji ' triangola CSV risulterebbe isoscele, e qwndi CS=CV', però 
togliendo questi s<^enti dalla relazione (1), se ne dedurrà la pro- 
porzione AS : BV : : AT : BT , la quale dovendo reggere quale 
che fosse la posizione della trasversale , purché conservasse la stes- 
sa direzione, si verificherà pure quando passerà pel vertice C, 
ma- allora AS e BV diventano rispettivameote AC e BC, e la 
trasversale divide per metà l'angolo luppiementale di quello al 
vertice, risulta quindi che ; . • ’ t 

Se una retta divide per metà Tangoto eupplttnenio di quOlo ai vet- 
lice, (Raderà il lato opposto in parti prx^torzionaU a^i (dtri due loft. 
Se la trasversale s’inclinasse egualmente su' lati AB e BC, fatto 



(*) Onesto leoreNM è énvnto al geomelra IfeiielM, sebbem si itlrìbaisca g«- 
neralincote al Toleaieo. Esso, a differenza del seguente , ck’è f invano, veri- 
nraai in qualunque poligono — Charles Gtvm. Sey. pag. SM. 
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lo slesso ragionamento, si dedurrebbe il noto teorema relativo al 
caso, in cui la retta divide per metà l’angolo del vertice. 

82. Quando la trasversale VT, rotando intorno al punto. V, 
diviene parallela al lato AB, i segmenti AT, BT, ingrandendosi 
incessantemente 4 divengono infine tanto grandi da non poter es- 
sere assegnati ; si dice allora che sono in/iniit. Ma quando VT ò 
parallela ad AB , dalla relazione (1) devesi poter dedurre la pro- 
porzione BV : CV : ; AS : CS , or poiché tanto avviene se si ri- 
guardano come eguali i due i {attori BT, AT, che io questa ipotesi 
sono infiniti , cosi è « eonthiudere eà< due rMte infiuile deòbonti ri- 
guardare come eguali, quando differuemo per una qttanlUà finita. 

. TEOREMA 2.® , 

83. Se nella direzione' di eiaeeuno desiali di un triangolo si as- 
'segna wn punta in modo che il prodotto di tre segmetUi non 
consecutivi eguagli quello ' de' rimanenti , si verifica che i tre 
punti assegnati staranno in Hnea , retta, gitante volte un solo di 
essi 0 lutti, stiano sul prolungamento del rispettivo lato. 

* *•* 

Nella direzione de'lati del triangolo ABC vi siano tre punti T,S,Y, 
di cui un numero dispari so’prolungamenti, e fra 'successivi segmenti 
AT, BT, BV, CV, GS, AS esista la relazione 
AT.BV.es = BT.CV.AS; 
dico che la retta la quale unisce i due punti T, 
ed S, debba contenere anche il terzo V. 

Ed in. vero se il prolungamento della i^ta 
TS non incontri il lato BC nel punto V , do- 
vrà incontrarlo in un altro punto e sia U : 
n pel teorema precedente si avrebbe 
\ AT. BU. CS = AS. BT. CU. 

1 X' ia quale eguaglianza paragonata con l’altra 
' stabilita per ipotesi , ed omettendo i fattori 
comuni , darebbe la proporzione. 

. . BV : BU : : CV : CU 

la quale è afiatto assurda, trovandosi nella prima figura che BV>BU 
mentre al contrario CV<^GU; e nella seconda che il rapporto di 
BV a BU non può eguagliare quello degli altri due termini, i quali 
dilTerisoono per una stessa quantità da BV e BU. Non può dunque 
la TS incontrare il iato BG in un punto U differente da V; quindi 
resta dimostrato che i tre punti T, S e V stanno in linea retta. 
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. s I lEOfiEMA 3.» 


84. Se nel piano di un triangolo, sia preso un punto qualun- 
que , e per esio e ciascuno de" vertici si facciano passare al- 
trettante traerersali , ìMcofWrt di queste co' tre lati , deter- 
niineranno sei segmenti tali che i( prodotto di tre non conse- 
cutivi eguaglierà quelio dei rinutnenti ‘ * 

^ ■ / .. I ‘ i ■ / • 4 i 4 -li 

Si* Q il paolo daté'oel piano del triangolo ABC ; si unisca 
co' Tertici A , B , C; e le trasversali AQ , BQ, CQ incontrino i Iati 
opposti a’ detti vertici dei dato triangolo ne' 
punti M , N , P , sicché risultino i segmenti 
BM, CM, CN, AN, AP, BP; dico dovrà essere 
BM. CN. AP = CM. AN. BP (1). 
luiatti : de' due triangoli ABM, AMC che ri- 
sultano da una delle congiuogenti AQM, il 
primo si può considerare come intersecato dal- 
I la trasversale CP la (|uale dà luogo a' segmenti. 

BC. MC. MQ, AQ, AP. BP 
ed il secondo dall'altra trasversale BN che de- 
termina i segmenti MB, CB, CN. AN, AQ, MQ 
/sarà 'pc) teoroma prima 
" > BC. MQj AP=t=MC. AQ. BP. 

MB. CN. AQ = CB. AN. MQ. 

quindi moltiplicando membro a membro , ed omettendo i fattori 
comuni, rosta dimostrata la relaiione (1).' 

85. Se una delle tre congkmgenli il punto dato con i vertici, 
per esempio la BQ, dividesse per metà il lato opposto nel punto 
N , essendo AN = NG , la reterione (1) si ridurrebbe all' altra 
BM. AP= CM. BP dalla quale risolta BM : CM : : BP : AP, e 
però se si unisse PM risulterebbe parallela alla AC ; dunque 
Se un lato di «n triangolo i diviso per metà, e sala congiun- 
gente il punto medio coi vertice opposto, si prenda un punto qua- 
lunque che si unisca con gli altri due vertici , queste due eon- 
giungerdi incontreranno gii altri tari dei triangolo t» due punti 
che staranno sopra una retta parallela al lato diviso per metà. 



{•) Questo teoretna tuttoché ittrihaito a Giovanni Bemontti pure si legge nel- 
r opera Dt lintù raetia aa invicem lecanliius tUUiea eonUruetio — Milana 1 678, 
la quale si appaniciM all' iuUaao de C«va, Geometra anteriore al Beruoulli. 
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TEOREMA 4.» 

86, Se ne' lati di un triangolo son dati tre punti tali, clw il pro- 
dotto di tre segmenti non consecutivi sia eguale a quello dei 
rimatutili, le trasversali che passano per essi e per i vertici 
oi>posti , s' intersegheranno in un tnedesimo punto. 


Questa proposizione si dimostra per mezzo della precedente , 
nello stesso modo clic il teorema 2.” si è dimostrato per mezzo 
del primo , c n' è conseguenza che ; 

87. £e congiungenti i vertici di un triangolo co'pimti medi de' 
lati opposti, ossia le tre mediane, s' intersegano in uno stesso punto. 


88. Inoltre poiché quando da’ tre vertici A, B, C, di u.i 
c qualunque triangolo ABC, si abbassano le per- 

/\ pcndicolari ai lati opposti , ne risultano tre 

coppie di triangoli simili ABM c COB, ACM 
c BCN, CAO cd NAB , attcsocchè son tutti 
rettangoli, c quelli di ciascuna coppia hanno 
di comune un angolo che trovasi rispettiva- 
mente in B, in C, cd in A, cosi han luogo le tre proporzioni 
CN : CM : : BC : AC 


BM : BO : : AB : BC 


AO ; AN : : AC : AB 

le quali moltiplicato corrispondentemente, danno eguali i prodotti 
che formano i termini della seconda ragione, e però si ha 
AO. BM. CN = AN. BO. CM 

dunque i punti M, N cd O son tali che si verifica la condizione 
del teorema 4.® perciò le congiungcnti AM, BN, CO, ossia : 

Ije tre perpendicolari che da vertici di un triangolo si abbassa- 
no su' lati opposti , s' intersegano in un medesimo punto. 

89. 1 teoremi che abbiamo esposto ne’ numeri 80, 83, 84, 86, 
fatta astrazione di molte altre applicazioni , costituiscono uno dei 
mezzi che possiede la Geometria , per dimostrare in molti rincon- 
tri che tre punti stanno in linea retta , o che tre rette passano 
per uno stesso punto , come può rilevarsi dalla dimostrazione del 
seguente rinomatissimo teorema, che va sotto il nome di esagono 
mistico di Pascal , perchè contiene una proprietà dcU’csagono, con- 
vesso o ad angoli rientranti, iscritto in un cerchio, dovuta all’ in- 
signe Geometra di cui porta il nome. 
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TEOREMA 5.0 

90. I Ire punti d incontro de' lati opposti di u»i esagono, iscrit- 
to in un cerchio , sono situati in linea retta ('). 

I punti P, 0, R, gian quelli ove concorrono le tre coppie di 
lati opposti dell’ esagono iscritto in un cerchio, come nella figura. 

E chiaro che i dcUi punti si troveranno su’ lati di ciascuno dei 
due triangoli, che si formano prolungando i lati non consecutivi 
dell’ esagono. Consideriamo p. c. il triangolo KMN che risulta dalle 
reciproche intersezioni de’trc lati non consecutivi AB, CD, EF 
c |K)ichè trovasi intersecato dalle trasversali P.\, QB, RE si han- 
no le tre corrisjwndenti relazioni (80). 

KA. .MP. NF=MA. NP. KF 

KB. MC. NQ=MB. NC. KQ 

KU. MD. NE=Mll. ND. RE 



le quali se si moltiplichino in corrispondenza , e si noti che sono 
eguali i rettangoli KAXKB, e KFXKF, come pure NFXNE, 
ed .\CXND e gli altri due AlCXMU, ed MAXMB, si otterrà 
la eguaglianza 

MP. KQ. KR=KP. KQ. MR 

Sicché nel triangolo KMN verificandosi l’ipotesi del teorema 2.“ (83), 
si dee conchiudere che i tre punti P, Q, R stanno per dritto. ' 

( ) Sono lati opposti di on esagono, quelli che vengono separati da due altri. 
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Se’ (ruppi urmonlel. 

91. Cominciamo dal ricordare con Pappo Alessandrino , che 
Ire grandezze diconsi armonicamente proporzionali , quando di 
esse la massima sta alla minima , come 1’ eccesso della massima 
su la media sta a quello della media su la minima (*). 

Or supponendo che le tre grandezze armonicamente proporzionali 

^ siano le rette AB, AC, AD, contate da un 

A B c D medesimo punto, e dallo stesso verso sopra 

una linea retta ; sarà AD : AB :: AD — AC : AC — AB, vale a dire 
AD : AB :: CD : CB. 

92. Si rileva dalla dedotta proporzione che Jc distanze del 
punto A dagli estremi D e B della data retta BD, serbano fra 
loro lo stesso rapporto di quelle del punto C dagli estremi istessi, 
di modo che dato il primo A si può trovare il secondo C, c vi- 
ceversa : e, poiché se si permutano i termini della proporzione, si 
può notare altrettanto , vale a dire che le distanze del punto D 
dagli estremi A e C della retta AC sono egualmente proporzio- 
nali a quelle che da' medesimi serba il punto B ; cosi per indi- 
care questa reciprocanza , i due punti A e C sono stati chiamali 
punti eonitigati, al pari degli altri due B e D; e noi per me- 
glio ricordarne la dipendenza , impiegheremo il più delle volte 
per ciascuna coppia di essi , le lettere A e B, ovvero M ed N, 
0 altrimenti A ed A', B e B' ec. 

93. Siccome quando è data una retta terminata AB con un 
punto N, ovunque situato nella sua direzione, si può sempre tro- 

r , — , vare in essa un altro punto M, in guisa 

* " “ "che sia 

AN : AM :: BN : BM (1) 

si è riflettuto che la stessa proporzione risulta pure quando le tre 
rette AM, AB, AN, suppongansi armonicamente proporzionali, e 
però si è detto che la data retta AB è armonicamente divisa in 
M ed N , e che i quattro punti A, B, M, ed N formano un 
gruppo armonico , pertanto : 

• Una retta è divisa armonicamente in due punti, se le distanze 
deW uno di essi dagli estremi della retta , ziano rispettivamente 
proporzionali alle distanze dell’altro da’ medesimi estremi. 

(•) Appunto perché si ha nn accordo nel snono contemporaneo di tre corde 
sonore omogenee , di eguali grossezze , egnalmente tese , e di cui le lunghezio 
conservassero la detta relazione, 
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TultavuUa per eslensionc di noinenclatara si usa dire die una 
retta è divisa armonicamente, quando contiene un gruppo armonico. 

94. Or supponendo che la retta AB sia divisa armonicamen- 
te nei punti M ed N, risulta da ciò che precede che la distanza 

A M p N MN di questi è pure divisa armonicamente 

dagli estremi A e B della retta AB; per- 
ciò quando una retta i armonicamente divisa in due punti , vice- 
t'«rsa la distanza fra questi è divisa annonicamente dagli estre- 
mi della retta: ond’è che seie tre rette AM, AB, AN, compu- 
tale dal punto A , sono armonicamente proporzionali , anche tali 
riescono le tre NB, NM, NA, computate dal punto N. 

95. Quando una retta trovasi armonicamente divisa in due 
punti, è conseguenza della semplice definizione ehe fra essi debba 
sempre star compreso un solo de’ suoi estremi; e poiché si è mo- 
strato come, per lo contrario, la distanza de’ punti di divisione 
è divisa armonicamente dagli estremi delia retta , può oouchiu- 
dersi che Nel grupiw di quattro punti armonici, un solo di essi 
è sempre compreso fra due conjugati. 

Per elTctto della stessa dednizionc ò anche rimarchevole che 
de' tre segmenti successivi AM , MB , BN , i quali compongono 
tutta la retta AN, il medio MB è sempre il più piccolo di tutti. 

96. Poiché, se fra gli estremi di una retta é assegnato or- 
bilrariameutc un punto, è sempre possibile la determinazione di 
un altro punto nel suo prolungamento, di cui le distanze dagli 
estremi fossero proporzionali alle altre che intercedono fra il pri- 
mo punto c gli stessi estremi, e viceversa ('), risulta che una 
medesima retta può essere divisa armonicamente in infinite dif- 
ferenti maniere, e quindi in un gruppo di quattro punti, la de- 
terminazione di uno qualunque dipende da quella del suo coniu- 
gato , e starà fuori o dentro la retta , che unisce gli altri due 
punti , secondochè inversamente, il suo coniugato trovasi all' in- 
dentro 0 all' infuori. 

Fra i segmenti determinati sopra una retta da un gruppo di 
punti armonici esistono molte relazioni , le quali quantunque siu 
fucile dedurle dalla proporzione foudameutalc (1) (num. 91) , pur 
non di meno, atteso la loro importanza, è mestieri porne in ve- 
duta alcune come in appresso. 

(*) Tote assertiva è eìustilìcala dal modo con clic si divide una reità Io data 

ragioDc* 
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TEOREMA 1.» 

97. JN'ef grupjM di quallro punii armonici, il rellangolo deseg- 
menti estremi pareggia quello del massimo tiel medio. 

Se i qualtro punii A, M, B, N formano un gruppo armonico , 
dovrà essere (91 e 93),; 

AN : AM :: BN : BM 
III conseguenza aNXBM = AM)(BN; 

ma AM e BN sono i segmenti estremi , ed AN , e BM il mas- 
simo ed il medio; dunque ce. 

TEOREMA 2.® 

98. In ogni gruppo armonico, se si divida in parli egxudi la di- 
stanza fra due punii coniugali , la metà di questa retta i me- 
dia proporzionate fra le disianze del punto medio da’ rima- 
nenti due coniugali. 

Sia Q il punto medio di MN. l’oicliò i punti A, M, B, N, forma- 
no un gruppo armonico, le qualtro rette AN, AM, BN, BM saran- 

A N B no pro[)orzionali c 95j, laonde la semi- 

' g ^ somma delle due AN, AM starà alla loro 

. semidilferenza , come la semisomma delle 

rimanenti due BN, BM alla loro semidifferenza (’) ; però unifor- 
manientc all’ enunciato si ha 

AQ : MQ :: MQ :: BQ. 

Questo teorema può anche enunciarsi altrimenti, dicendo: 

La metà di una retta è media proporzionale fra le distanze 

del suo punto medio da quelli che la dividono arinnnirameiUe. 

, % 

99. È dunque per ciò che si è dimostrato, AQ.BQ=MQ; or 

se il punto A del gruppo suppongasi allontanare da piò in piò 
da’rimancnli, si viene ad ingrandire il lato AQ del rettangolo 
AQxBQ; ma dovendo sempre veriGcarsi la relazione precedente , 
è necessario, per compensazione, che l'altro lato BQ si andasse 
impicciolendo, cioè che il punto B si accostasse al medio Q della 
distanza MN , col quale coinciderebbe solo, quando l' altro si fosse 

(■) La semisonima di AN cd AM è AQ, poiché i segmenti AN, AQ, AM sono 
in proporzione continua aritmetica. La scmidilTereoza di BM e BN è appunto BQ 
il che si rende evidente togliendo il segmento minore dal maggiore a partire 
da N verso M, chè allora si scorge l'intera dilTctcau esser doppia.di BQ. 
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allonlanalo per una distanza inflnitamcnle grande. Dopo ciò si 
comprende come debba intendersi la proposizione 

Di quattro putui armonici , te uno è a distanza infinita , il 
suo coniugato deve stare nel mezzo del segmento compreso fra 
gli altri due, e viceversa. 

É dunque la bisezione della retta un caso particolare della sua 
divisione armonica, ch'è un problema il quale sebbene possa 
risolversi in generale con la ricerca di una quarta proporzionale 
In ordine a tre rette date , pure con più eleganza ya risoluto al- 
trimenti, applicando principi di cui ora ci occuperemo. 

TEOREMA 3.® 

100- IVel gruppo armonico, due punti coniugali disiano dal me - 
dio degli altri due, per rette che stanno fra loro come i qua- 
drali delle distanze che intercedono tra V uno o r altro de’ se- 
condi conjugali e ciascuno de' due primi. 

Quando A, M, B, N son quattro punti armonici, e la distanza MX 
trovasi divisa per metà in Q, dev’essere AN : BN :: AM : BM : 
^ „ j N di questi rapporti pareggia 

' ' ' 0 ' quello di AN — AM a BN — BM, e queste 

differenze (Sola pag. prec.) sono rispetti- 
vamente eguali a 2MQ e 2BQ , si hanno dunque le seguenti pro- 
porzioni 

MQ : BQ :: AN : BN 3IQ : BQ :: AM : BM 

• 

da cui osservando che MQ=AQXBQ, si deducono le altre due 

AQ : BQ :: AN*: BN* AQ : BQ :: ÀM*: BM*, 

con le quali resta dimostrato il teorema. 

TEOREMA 4.» 

101. /n ogni gruppo armonico , il rettangolo delle disianze di 
uno de’ punti da due coniugati , eguaglia quello contenuto dalle 
rette, che separano lo stesso punto dal suo coniugalo e dal mes- 
so dell’ intervallo compreso fra i primi due punti conittgnti. 

I quattro punti A, JI, B, N costituiscano un gnippo armonico: 
se la distanza MN fra due conjugati dividasi per metà in Q, di- 
co dover essere 

AM.AN=AB.AQ, e anche BM.RN=BA.BQ 
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Ed in vero, essendo Q il pcn'.o medio della distanza MN, dovran- 
no verificarsi (98) le due proporzioni 

AQ ; MQ : : MQ : BQ AQ : NQ : : NQ : BQ, 

dalle quali, con l’eseguire rispettivamente e successivamente il 
dividendo, il permutando ed il componendo, si otterrebbero le due 
proposte. Sicché resta dimostrato il teorema in disamina, il quale 
può anche enunciarsi dicendo : 

Il rettangolo de' segmenti determinati in una retta da uno dei 
punti che la dividono armonicamente , eguaglia il retlaiujolo con- 
tenuto dalle distanze dello stesso punto dal suo conjugato , e dal 
medio della retta. 

TEOREMA 6.0 

102. Nel gruppo armonico, il rettangolo della distanza tra t punti 
estremi in quella tra’ medi , pareggia V altro contenuto dalla di- 
stanza di due punti canjugali tulio metà di quella intercetta 
fra gli altri due. 

Siano A, M, B, N quattro punti armonici , e supponghiamo che 
le distanze fra' punti conjiigati A, B, ed M, N, siano diviso per 
A M B ^ metà ne’punti P e Q : dovrà essere (98), 

' 1! r MP:AP::AP:NP:: AQ:MQ:: MQ:BQ 

or la prima di queste due proporzioni di 
AP-MP : AP :: NP-AP : NP , ossia BM : AP :: BN-: NP, quindi 
permutando e componendo si ottiene MN : MB :: AN : AP, donde 
ANX».M=MNXAP (2) 

e la seconda dà similmente AQ-MQ : AQ :: MQ-BQ : MQ, ossia 
AM : AQ MB : MQ, e permutando e componendo verrà pure, 
AB : MB :: AN : MQ , d’ onde 

ANXBM=ABXMQ (3) 

Amlx) le relazioni (2) e (3) si accordano a dimostrare che nel 
gruppo di quattro punti armonici il rettangolo ec. ec. 

103. Quando si hanno più punti in linea retta, se il valore 
inverso della distanza di uno qualunque fra essi da un altro rap- 
presentato da K, sia medio aritmetico tra'valori inversi delle di- 
stanze dei rimanenti punti dallo stesso K, la prima distanza si ò 
detta media armonica delle altre, c l’origine comune K si ò delta 
centro delle medie armoniche deputiti dati. Ciò posto, nel gruppo 
armonico si verillca la seguente proposizione. 
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TEOREMA C.» 

lOi. Nel sistema di quattro punti armonici, la distanza di uno 
dal suo conjugato è media armonica dette distanze tra U primo 
deijH anzidetli e ciascuno de'rimanenti due conjugati. 

Jnfalli se i quollro punti A, M, B, N formano un fpruppo armoni- 

. MB K co, dividendo in parti Cjjuali in Q l’inter- 

‘ Q ‘ vallo MN, si ha (lOt) AMXAN=AB.AQ, 
donde si deduce evidentemente 

1 AQ 2 2AQ 

AB"AM.AN AB“AM.AN’ 

ma è pure 2AQ=AM-t-AN (Nota pag.69) , verrà quindi 

2 AM+AN .211 
— — — ossia — =— -4- — • 

AB AM. AN AB AM^AN 

Adunque -^6 media aritmetica tra le due quantità — ’ c 
AB AM AN 

si sarebbe trovato similmente che -^è media aritmetica tra-^* 

MN AN BN 

se si fosse partito daH'altra relaziono (num.cit.) BM.BN=AB.BQ; 
sicchò resta dimostrato il teorema. 

105. Dopo ciò può dirsi che, di quattro punti armonici , 
uno è, in rapporto al suo conjugato, il centro delle medie armo- 
niche degli altri due. 

De’ fiisel armonici. 

106. Se da’ punti A, M, B, N di un gruppo armonico , si 
facciano passare altrettante rette indefinite le quali s'intcrscglii- 
no in uno stesso punto O, il loro sistema diccsi fascio annoiiico. 

Delle quattro rette, che complessivamente sogliono dirsi anno- 
nicali, quelle che passano per due punti conjugati chiamansi ar- 
monicali conjugate, o conjiujale armoniche. 

teorema 1.* 

107. Nel fascio armonico, ogni trasversale è divisa armoni- 
canxente dalle quattro rette del sistema. 

Supposto che le quattro rette OA, OM, OB, ON costituiscano un 
fascio armonico, vi dovranno essere quattro punti armonici per i 
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quali passano le indicale rette , siano questi i punti A, M, B, N : 
or se la trasvcnale qualunque to inooiilri le rette del sistema in 
a, m, b, n, tali punti formeranno an> 
eh' essi un gruppo armonico. 

'V Da’ punti M ed m ove una medesima 

armouicale intermedia èintersegata dalle 
trasversali AN , on si tirino , parellela- 
mcntc ad ON, le rette CD , ed« I due 
triangoli AON, ADM risulteranno simili 
fra loro^al pari degli altri due BON.BCM, 
sicché verrà ; 

NO : MO :: NA : MA 
NO ; MC :: NB : BM 
or in queste proporzioni i secondi rapporti sono eguali, a causa 
della supposta divisione armonica nella trasversale AN, sarà per con- 
seguenza md—mc. Paragonando adesso i triangoli n0a,n06, rispet- 
tivamente simili a’ due mda, mòc, risulta che nelle proponioni 
nO : md :: na : ma 
nO : me :: né : mà 

sono, per ciò che or ora si è detto, eguali i conseguenti delle 
prime ragioni , e tali essendo pure i loro antecedenti si dee con- 
rliiudcre na : ma :: nò : mò; cioè che nella trasversale iv I quat- 
tro punti a, m, ò, n, formano un gruppo armonico. Potendo de- 
durre lo stesso per qualunque altra trasversale, resta dimostrato 
il teorema proposto, che è da riguardarsi come il fondamentale 
nella teoria de' fasci armonici. 

108. Se dunque una trasversale s' immagini rotare intorno 
ad uno de' punti ov’ è incontrata dalle rette armonicali, per e- 
sempio C, tutti i punti ad esso coniugati e corrispondenti alle di- 
verse posizioni della trasversale, dovran- 
no stare allogati su la retta OB coniu- 
gata armonica di OC. Da oiò segue che 
se è dato un {Hiiito G ed un angolo MON, 
sarà pur data una retta OB , che pas- 
M H ^ sondo pel vertice , contiene tutti i punti 

coniugati armonici del dato. Or siccome in generale si chiama 
polo ogni punto fisso intorno a cui si suppone che roti una retta, 
cosi il punto Gè polo della retta OB rispetto all'angolo MON, mentre 
.alla retta OB si è dato il nome di paiaro del punto G. Dunque 
La polare di un punto, ri^teUo ad un angolo, è V armonicale 

10 
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c niiwjnta a quilln che luissa pel punto e per il vertice dell'embolo. 
i;: poi cvidonlc clic se il punto è neU'intcroo deH* angolo , la po- 
lare cadrà fuori , e viceversa. 

TEOREMA 2.» 

109. In ogni feudo armonico, la trasversale parallela ad una 
armonicale gtkilunque è divisa per metà dalle altre tre , e ct- 
ceversa, se la parallela ad una di quattro rette concorrenti ad 
uno stesso punto è divisa per metà dalle altre tre , le quattro 
rette formano «» fascio armonico, 

1. <* Le quattro rette, che nella fìgura paesano per 0, formino 
un fascio armonico ; tirata la trasversale CD parallela ad una del- 
le armonicali, per cs. ON : dico la parte CD, intercetta fra le con- 
iugate delle tre rimanenti, essere divisa 
in parti eguali nel punto M dairormOni- 

^ cale coniugata a quella cui si è tirata pa- 
rallela. 

Tirisi per M una qualunque trasversa- 
le TV, risultano i triangoli ACM, AON, 
I qnali soiKi simili tra loro al pari degli 
altri due MDB, BON, e si lianuo le pro|H>ncioiii 
AM : AN MC : NO 
BM : UN :: MD : NO; 

ora per esser la trasversale TV divisa armonicamente dalle rette 
del fascio, ne segue che le prime ragioni soprascritte debtwno es- 
sere eguali , c perciò dev’ essere ancora MC=MD 

2. ® La parte CD della pr.rallela ad una delle quattro rette che pas- 
sano per O, suppongasi divisa per metà in M da una delle tre ri- 
maiienti; dico che le quattro rotte costituiscono un fascio armonico. 

Ed in vero tirata la trasvcrsaleTV, risultano simili gli stessi trian- 
goli, edhan luogo le medesime proporzioni soprascritte; ma poiché i 
secondi rapporti sono eguali, essendo per ipotesi MC=MD, si avrà 
AM : AN :: BM : BN 

dunque i punti A, M, B, N formano un gruppo armonico, e però 
le quattro rette OA, OM, OB,'ON costituiscono un fracio armonico. 

(*) Il ragionamento adoperato per questa prima parie b identico a quello di 
cui si i fatto uso nel teorema precedente, dal quale la raedesltna potea dedursi, 
come corollario , ma ad oggetto di farla meglio rilevare uè abbiamo formato una 
pruposuiooc staccata , coinprcDdcnduri aoelip la sua inversa. 
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Ilo. Sono importantissime consegucitze della proposizioDc te- 
stò dimostrata 

1.0 /n un fascio armonico considerando le rette prolungale ^al 
di là del punto d incontro , delle otto parli inde^nite a contare 
da una qualunque, quattro conseexuire formano sempre un fascio 
armonico, infatti se nella seconda parto del teorema si fosse ti- 
rata la trasversale in modo da inroiilrarc le tre rette OA.OB.OJI 
cd il prolungamento della quarta ON, si avrebbe potuto dimo- 
strare nello stesso modo, clic i punti d'intersecazione costituivano 
un gruppo armonico. Risulta perciò che di un fascio armonico tre 
rette consecutive cd il prolungamento della quarta, formano anche' , 
un fascio armonico, sul quale applicando la stessa osservazione, e 
rip«ilcndola, può concliiudcrsi T enunciala verità. 

2. ® Se due ^armotticedi [Coniugale sono perpendicolari, divide- 
ranno per metà gli attgoli supplementali formali dcdle rimanenti 
due coniugale armoniche. Per convincersene basta per un punto 
qualunque di una delle perpendicolari condurre una parallela al- 
r altra, questa parallela dovcmlo restare bisecata nel punto anzi - 
detto , darà luogo a due triangoli rettangoli eguali , che dimo- 
strano la proposizione. 

3. ® Due rette OA, Oli, che si tagliano, formano un fascio ar- 
monico con le bisettrici OM, ON de’ loro angoli supplementali 

AOn, B0.4'. Poiché l'angolo com- 
preso dalle bisettrici è retto , la pa- 
rallela ad una di esse, come la CD, 
sarà perpendicolare ad OM, c i due 
triangoli OCE, OEB avendo comune 
il cateto OE ed eguali gli angoli in O. 
daranno EC=ED, c perciò le quattro 
rette , che partono da 0 , formano un fascio armonico. 

TEOREMA 3.® 

Ut. Se a partire dal vertice di un angolo segnasi su cia- 
scuno de' suoi lati un gruppo armonico, le rette che congiungo- 
no i punti corrispondenti, o concorrono in un medesimo punto, 
o sono tutte parallele fra loro. 

In ciascuno de' lati dell' angolo NAF vi sia un gruppo di punti 
armonici, che in figura trovansi segnali con lettere grandi ; dico 
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che le congiungcnti ME, BD, NF. se non sonò parallele, debba- 
no concorrere ad un medesimo punto. 

Infatti se la NF pròlangata non pasi pel punto P , ote concor- 
rono le ME e BD; Incóntri tjtiest’ ultima 
In un pnnto p, differente da P ; si uni- 
sca pA ed pM, qneìita ultima dere in- 
contrare le AF in un punto e, differen- 
te da E ; or le rette pA, .pM, pB, 
formando un fascio armonico, i punti A, 
e, D, F costituiranno anch' essi un gruppo armonico; sarà perciò, 
Ae : AF :: De ; DF 
ma è per virtù della ipotesi 

AE: AF :: DE: DE 

dunque dovreb* essere Ae : AE :: Da : DE, il che riesce eviden- 
temente assurdo. Potendosi ragionar similmente quando le ME , 
BD fossero parallele, testa dimostrato il teorema. 

TEOREMA 4.» 

112. Se per un punto preso nel piano di un angolo si ti- 
rino due trasversali, e si uniscano fra loro le opposte interse- 
zioni co lati deir angolo , le congiungenti s’ intersecheranno lun- 
go la polare del punto relativa (di' angolo. 

Dal dato ponto A siano condotte le rette AE, AN, che inter- 
sCgbino i lati dell’ angolo MON ; Il punto K d’ intersezione delle 
0 congiungcnti EM, DN, starà sulla po- 

lare di A relativamente all'angolo da- 
* / \ . unisca OR e si prolunghi si- 

/ \b liò ad incontrare in B la retta AN. 

punto K essendo *onito co’ver- 
V , tici del triangolo MON, le congiun- 
I genti determineranno sei segmenti su* 

/ lati, fra’ quali ^^4^ passa la relazione 

’ ÉN. EO. DM=NE. OD. BM, 
e la retta AE, incontrando i lati dello stesso triangolo, dà pure (SOJ 
AN. EO. DM=AM. NE. OD, 

or queste due quantità paragonandole in corrispondenza con le prc- ' 
cedenti , e togliendo i fattori comuni, si ha 
AN : BN :: AM : BM: 

adunque la retta AB 6 divisa armonicamente iii M od N, quin- 
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di la 0KB i coniugala armonica di quella che unirebbe il ver- 
tice O al punto A, di cui (108) n' è la polare relativamente al- 
r angolo MON. 

113. Dalle proposizioni de’ hunietl 109 6 110 si potrebbero 
dedurre varie maniere per determinare la quarta artbOnlcelò con- 
iugata ad una di tre rette date concorrenti ad uno stesso punto, 
o anbhe il quarto punto armonico coniugato ad uno di tte altri 
dati in linea retta; ma Id più elegante soluzione del primo di 
questi due problemi , da cui conseguita auche quella del secon- 
do, è pog^atoi come si vede qui sotto, sul teorema precedente, 
dal pcrcliè ia determinazione del quesito si fa dipendere dail'ope- 
rare sole rette. 

problema 1.» 

lU. Date tre fette, che passiino per uno stesso punto, deleritu- 
nare l'armonicalé cóniugata ad una di esse. 

Le tre rette date siano OA.OBl.TO?, cercasi delcfminare T ar- 
monicalo coniugata alla prima. Da un punto qualunque C della retta 
u OA si tirinò le trasversali CD, CE ; congiuiité 
EF, GD, la retta 01, che unisce il loro punto 
d'intersezione col punto 0, sarò (112) rarmqnicalo 
richiesta. Infatti OB è ia polare dal punto C, rela- 
tivamente all’angolo MON ; e perciò (108) le 
quattro rette OA, OM, OB, ON, costituiscono 
Un fascio armonico. 

Si opererebbe identicamente se fossero date 
^ le tre rette OM; OB, ON, e si volesse iuveco 
rartnouicale couiùpta dlla media OB. 

PROBLEBU 2*. 

lld. Dati tre jmitli tn (iiidd ritta determinare t< quarto armo- 
nico coniugato ad uno di essi. 

1 tré pUhti si Uniscano con uno qualunque situato fuori la loro 
direzione, si determini la quarta armonicale coniugata a quella che 
passa pel punto, di cui Si rude il coniugato, é rincontro di essa 
con la retta che passa (ter i tre punti, sorù, com’ò chiaro. Il 
quarto armohico richiesto. 
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' PROBLEMA 3.» 

116. Doli due punii coniugali, ed ii medio della dislaasa fra 

gli altri due , determinare questi uUisni, , . . 

Siano A e B due punti coniugati , e Q il punto di mezzo de- 
gli altri due. Descrivasi il semicerchio su AQ come diametro » 
e vi si elevi la perpendicolare AK; col 
centro Q ed intervallo QK si descriva 
un altro semicerchio, il quale intersegbe- 
rà la retta ne’ richiesti punti M ed N. 

Si ha in efletti, che, per una delle cognite proprietà del cer- 
chio , r una 0 r altra delle MQ, QN ( essendo ciascuna eguale a 
QK ) è media proporzionale fra AQ e BQ ; or se i punti richie- 
sti non fossero M ed N ma invece due altri che rappresenteremo 
con M' ed N', poiché dev’ essere f99J M'Q, o Q*N media pro- 
porzionale fra le rette AQ e BQ rispetto, a cui è anche media pro- 
porzionale la JIQ 0 l'eguale QN, ne segue, QM=QN=QM'=ON', 
non possono perciò i punti M' ed N' essere differenti da 51 ed N. 

PROBLEMA 4.» 

117. Dividere una retta arm nicamenle, e secondo «n dato rapporto. 

Dagli estremi A c B della retta da dividersi , si tirino con di- 
rezione arbitraria le due parallele AC, BD , c si facciano eguali 

rispettivamente alle due rette m, n, 
che determinano il dato rapporto; si 
prolunghi una delle parallele, per e- 
sempio BD, Ano a che sia BE=BD. 
I punti M ed N , ove le oongiungcnti 
CE, CD incontrano la direzione delia 
retta AB, saranno quelli che risolvono 
il problema. 

Di vero, risulta dalla costruzione che 
i triangoli AMDedMBE sono simili, al pari degli «Jtrì due ACN,BDN, 
si ha perciò, 

AM : 5IB :: AC : BD :: AC : BE :: AN : NB; 

0 por essere AC=m, c BD=BE=n, conseguita che la data ragione 
m ; n eguaglia ambo i rapporti della proporzione AM : MB : : AN : NB 
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per mezzo della quale si rende chiaro come la retta AB si trova 
divisa in M cd N armonicamente (9i e 93), e nel dato rapporto. 

Che la retta AB resti divisa armonicamente ne' punti M ed N, 
ossia che i quattro punti A, M, B, N, formino un gruppo armo- 
nico, risulta evidente eziandio con l'unire GB, chè allora le quattro 
rette le quali partono daC, formando un fascio armonico (W9, 
e venendo incontrati datila trasversale AN dan luogo ( iOi) a (plet- 
tro punti armonici. 

]>e’ qniMirllatcrI «•mpletl. 

118. Negli elementi si è dato il nome di quadrilatero alla 
figura racchiusa da quattro rette terminate ; ed essa potendo' a- 
vere tre forme generiche distinte ha sempre quattro vertici e 
due diagonali. Or se si considerano tutti' gl’ incontri che possonsi 
veriOcarc due a due con quattro rette AB, BG, CD, DA situato 

in un medesimo piano, si ha un'altra figura 
quadrilatera di unica forma generica, con sei 
vertici A, B, C, D, E, F e tre diagonali AG, 
BD, GF. Per distinguere queste due flgure, di 
cui runa si riduce all'altra prolungando i lati 
opposti sino al loro incontro, si è chiamato qua- 
drilatero sempftce la prima, c quadrilatero com- 
pleto la seconda f). 

Le principali proprietà del quadrilatero completo possono ri- 
dursi alle seguenti. 

TEOREMA 1.» 

119. Delle tre diagonali di un qtiadnlauro completo ciascu- 
na è divisa armonicamente dalle olire due. 

Sia il quadrilatero ABCDEF.’ Consideriamo in prima la diago- 
nale EF , la quale sia incontrata ne' punti G cd H dalla direzio- 
ne delle altre due. 

(*) Se ioreee di qaallro retto in no pieno »i eonsideressero quattro ponti, U 
figura che ai fonnerebbe , uocniloli due a due , ai dee riguardare come ben di- 
stinta dal quadrilatero completo, avendo questo quattro lati e sei vertici, men- 
tre per lo contrario quella ha sei lati e quattro vertici. Questa ligure suol chia- 
marsi gvadrit/ono eompUto, drnominaiione che stimiamo di far conoscere per- 
cbi oramai adoperata da molti flcometri- 


E 
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Poirtiè I lati del triangolo EBP sono iutcrscgati dalla trasversale 
IIAC, fra' segmenti AE,AB,BC,CE,EH,HFfSOj vi sarà la relazione 

AF. BC. EH=AB. CE. HF, 
c perchè il punto D trovasi unito co' vertici 
dello stesso triangolo, si avrà pure (84) 

AF. BC. EG=AB. CE. GF, 
paragonando questi due prodotti a' due pre- 
cedenti, c togliendo i fattori comuni, verrà 
EG : EH :: FG : FH 

la quale proporzione dimostra (95) esser la retta 
EF divisa armonicamente ne' punti G ed li. 
Considerando il triangolo ABC, la trasversale Eli, ed il punto 
D, si proverebbe che la seconda diagonale BD è armonicamente 
divisa in G c K. E parimente dimostrerebbesi che la terza dia- 
gonale AC è divisa armonicamente ne' punti H e K, esaminando 
il triangolo BCD, con la trasversale HE c col punto A. 

120. Da ciò risulta che le tre diagonali del quadrilatero com- 
pleto formano un triangola UGK t cui lati sono divisi armoni- 
camente da' vertici rispettivi dei quadrilatero. 

TEOREMA 2.® 

121. Ne' quadrilateri eon^eti le due diagonali interne, e le due 
rette che passano pel loro incontro e per i vertici esterni for- 
mano un fascio armonico. 

Sia il quadrilatero ABCDEF con le diagonali interne AC e BD, 
le quali s' interseghino nel punto ,K: se 
questo si unisca co' vertici E ed Fc si pro- 
lunghino le congiiingcnti dalla parte oppo- 
sta , le quattro rette ME, BG, PF, QI le 
quali passano nei punto K, costituiranno un 
fascio armonico. 

La dimostrazione riesce evidente osservan- 
do che le indicate rette passano pe’ punti E, 
G, F, H i quali formano un gruppo armo- 
nico (H8). 

122. Delie rette che passano pel punto 
K, poiché, a partire da esso, quattro conse- 
cutive formano un fascio armonico (HO 1.°) ne segue che ciascun 


K 
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tato di un quadrilatero completo i diviso armonicamente dalle rette 
che uniscono i vertici esterni col punto d' intersezione delle diago- 
nali interne. 

TEOREMA 3.» 

123.1 punti medi delle diagonali di un quadrilatero completo 
stanno in linea retta. 



1 punti G, II, ed I siano i medi delle tre diagonali del qua- 
drilatero rappresentato dalla Ogura. 

I lati RE, EA, AB di uno de' quattro 
triangoli che possonsi considerare nel qua- 
drilatero completo dividansi per metà in a, 
in 6, ed in e; si formi il triangolo abe, 
e si prolunghi il lato ab fino ad incontrare 
la diagonale EF nel punto G. Essendo p:;r 
costruzione kb=bE, e Ba=aE, dev’essere 
ab parallela ad AB ossi j aG parallela a BF ; 
e perciò nel triangolo BEF la retta paralle- 
la alla basedividcrà gli altri due lati in pro- 
porzione; ma il punto a è medio di EB, 
dunque il punto G starà nel mezzo della EF, eh' è una diagonale del 
quadrilatero. Similmente si dimostra che eb è parallela al EB c 
div ide per metà in II l'altra diagonale AG, e che la ae essendo pa- 
rallela ad AE biseca in I la terza diagonale BD. 

Ciò posto, per una cognita proprietà de' triangoli (*) si hanno 
le tre proporzioni 

AF : FB 6G : Ga 
BC : CE :: eH : H6 
ED : DA :: al : le 

le quali moltiplicate corrispondentemente danno I’ altra 
AFXBCXED : FBXCEXDA :: ÒGX?HXaI : GaXHòXIe 
di cui sono eguali i termini del primo rapporto, atteso che la tra- 
sversale CF incontrando i lati del triangolo AEB ne' punti F, D, 
e C, dà ÀF . BC ■ ED=FB . CE . DA ; dovrà essere perciò 
G6 . eH . aI=Ga . Hò . le 

Sicché per i punti G, U ed I, ^ trovansi su’ lati del triangolo abe, si 
veriGca l'ipotesi del teorema A.o^SfiJ.Adunque stanno in linea retta. 
124. Sono molte le proprietà, di cui ò dotalo il quadrilale- 


('} Lcgendre Prop. XXII. L. HI. 
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ro completo , specialmente quando si considera combinalo con al- 
tre fìgnre ; ma volendoci mantenere fra' limiti che ci siamo im- 
posti , diamo termine a questa teoria con la semplice enuncia- 
zione di |)oclii , ma rimarchevolissimi teoremi. 

I. o Se nei piano di un quadrilatero completo, si prenda un pun- 
to qualunque, le tre polari di esso, relativamente a' due angoli 
esterni ed a quello. formato dalle diagonali interne, passano per 
uno stesso punto. 

2. ® Se da’ vertici esterni di un quadrilatero completo si con- 
ducano due trasversali su le rispettive coppie di lati opposti, fra 
gli ulto segmenti determinati da' punti di divisione e da’ vertici 
interni , esisterà la relazione che il prodotto di quattro non con- 
secutivi eguaglia quello de’ rimanenti. 

3. ® I cerchi circoscritti a’quattro triangoli, che possonsi consi- 
derare in un quadrilatero qualunque, passano per uno stesso punto P. 

4. ” 1 quattro centri ed il punto P si trovano allogali su la 
circonferenza di un quinto cerchio. 

5. ® 1 piedi delle per|ienJicolari, abbassate da P sopra i quattro 
lati del quadrilaleru , si trovano sopra una medesima retta R. 

C.® I punti di concorso delle tre altezze di ciascuno de'quallro 
triangoli sono allogali sur una medesima retta U'. 

7. ® Ij: rette R ed U' sono parallele , ed R passa pel punto 
medio della per|>cndicolare abbassala da P sopra R'. 

8. ® La retta, che passa per i punti medi delle tre diagonali, è 
perpendicolare alle due R ed R'. 

9. ® In ciascuno de' quattro triangoli che possonsi considerare 
nel quadrilatero completo, vi è un cerchio iscritto e tre ex-iscrit 
ti , in tutto fanno sedici cerchi: di essi i centri sono quattro a 
quattro sopra una circonfcreiua, di modo che si ha un altro si- 
stema di otto cerchi. 

10. ® Questi otto cerchi si tagliano in due gruppi tali, che cia- 
scuno de’ quattro cerchi dell' uno taglia ortogonalmente quelli del- 
l’altro , e però i centri de cerchi de' due gruppi stanno sopra 
due rette perpendicolari 1' una all allra. 

II. ® Queste due rette s' inlersegano nello stesso punto P, in- 
dicalo di sopra nei teorema 3.® 

(*) Di questi teoremi, i primi iluc trovinsi ilimnstrali ron parrerhi altri nel trat- 
talo della Geomeli ia Superiore dello CAuilei /'n.547 e i04), e gli altri, i quali furono 
proposti dal Geometra di Berlino 1. Steiner {Gergonnt — /Inn. de .Hctlkim. l'of. 1S 
jiag.SOSJ, si trovano dimostrati dall' autore medesimo Della citata opera. 
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CAP1TOI.O VI. 

DI ALCDXE TCORICriR RELATIVE A* CERcni. 

De' peli e delle poteri. 

125. AUrove abbiamo dimostrato , essere una linea retta il 
luogo geometrico de’ punti di concorso delle tangenti condotte 
ad un cerchio da’ due punti d’ intersezione con ciascuna delie in- 
numerevoli secanti condotte per uno stesso punto ; ed abbiamo 
rilevato ancora come, dato il punto, si potea determinare la ret- 
ta , cd al contrario, data una retta, come si potea trovare il 
punto pel quale passano le corde in fra' contatti delle due tan- 
gcr.ii menate ad un cerchio per ciascun punto di essa (74 e 73). 
Ora ci proponghiamo sviluppare le conseguenze principali che, 
relativamente al cerchio, derivano dalla scambievole posizione del 
punto e del.'a retta cosi determinati. Riguardando come polo, il 
punto fìsso intorno a cui circolano le secanti , i Moderni hanno 
attribuito alla retta la denominazione di polare del punto relativa- 
mente al ce'chio. Per effetto di questa convenzione si ha , che 

1. ® polare di un puoto è il luogo geometrico de' vertici de- 

gli angoli circoscritti ad un cerchio , e di cui le corde in fra' con- 
tatti passano per uno stesso punto. 

2. ® Un punto è polo di uno retta, rispetto ad un eercUo, quante 
volte, tirando per esso una secante, le due tangenti condotte da’punti 
d' intersezione concorrano sempre in un punto della data retta. 

126. Però avendo rigtiardo alla relazione, esaminata ne’ sopra 
citati numeri , fra le distanze del centro del cerchio dal polo c 
dalla polare, avviene altresì, che 

La polare di un punto i la perpendicolare alla congiungente 
il punto col centro del cerchio condotta ad una distanza da que- 
sto, che sia terza proporzionale in ordine alla detta congiungente 
cd al raggio ; e che 

Polo di una retta è quel punto della perpendicolare che le ti abbas- 
sa dal centro del cerchio , e distante da esso per una terza propor- 
zionale in ordine alla distanza del centro dalla retta, ed al raggio. 

127. Dalle date de6nizioni risulta immediatamente 

4.® Le rette parallele hanno i poli situali nella direziom dello 
stesso diametro ad esse perpendicolare , e reciprocamente. 


e 
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S * 5s (to polare trovasi àU’ infuori o alV indentro deW area 
del cerchio , t corrispondenti poli staranno per lo contrario aU'in~ 
dentro o all' infuori, e reciprocamente. 

5.0 Ogni tangerde al cerchio ha per polo il punto di contatto, 
ed inversamente ogni punto della circonferenza ha per polare la 
tangente condotta per esso. 

4.0 n centro del cerchio è polo <f innumerevoli rette situate a 
distanza infinita da esso. 

Infatti quando è dato un punto per polo, a misura che si accosta 
al centro del cerchio, la sua polare se ne deve allontanare da più 
in più , ed in modo che sempre si verifichi la nota relazione fra 
le distanze del centro dal polo e dalla polare; e quando il polo 
coincidesse col centro del cerchio , la distanza della polare sareb- 
be tanto grande da non potersi assegnare, o in altri termini, 
sarebbe infinita. Se dunque si facciano coincidere col centro del 
cerchio tutti gl’ innumerevoli poK assegnabili nel suo piano, risul- 
ta che il detto centro ha infinite polari situate a distanze infi- 
nite da esso, mentre che ogni altro punto ha una sola polare. 
Con simile ragionamento si comprende , come 

5.0 II polo di un diametro cade a distanza infinita sull' altro 
che gli è perpendicolare. 

Ciò posto, passiamo ad esporre le principali proprietà delle polari. 

'TEOREMA 1.0 

128. Se dal polo di una retta le si tiri una parallela, torà 

guasta la polare del punto ove la prima incontra la perpendi- 
colare menatale dal centro. 


Sia P il polo della retta P'E' ; dico che il punto P’ è polo 
della PE condotta dal punto P parallelamente alla P'E'. 

Infatti la retta PE essendo parallela alla P'E', 
sarà perpendicolare alla OP' ; e poiché il punto 
P è polo dello P'E', si ha che OD' è media pro- 
— ]p porzionale fra OP ed OP'. Dunque la PE è una 
perpendicolare alla congiungente il punto P' col 
centro , e da questo distante per una terza prò. 
porzionale in ordine alla detta congiungente ed 
al raggio, è però (426) la polare del punto P'. 

129. I punti P eP', situati nella direzione di un raggio medio 
proponionalo fra le loro distanzedal centro, chiamansi poli coniugati. 
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TEOREMA 2.® 

130. il vertice di un angolo, circoscritto ad un cerchio, è <1 
polo della retta che passa per i punti di contatto. 


li 


Uniscasi il centro del cerchio col vertice dell’angolo e con uno 
de punti di contatto ; la congiungente VO sarà perpendicolare al- 
' la retta BC che passa per i punti di contatto. 

Ora nel triangolo Vt)C il cateto CO, ossia il rag- 
' gio del cerchio, è medio proporzionale fra OY ed 
n OQ, è dunque il punto V polo della retta BC , 
' Ve questa polare di quello, 
y ' Essendosi dimostrato (76) che le corde fra’ 
contatti degli angoli circoscritti ad una circonfe- 
i cui vertici stiano in linea retta, passano per uno stesso 
cui abbiam dato qui sopra il nome di polo, sono conse- 




/ 


renza 

punto 


guenza del presente teorema gli altri due. 


131 . Ze polari de’ diversi punti di una medesima retta l'in- 
tersegano tutte nel poto di essa. 

132. Tutte le rette, che passano per uno stesso punto, han- 
no i loro poli situali nella polare del punto. 


TEOREMA 3.® 


133. La congiungente i poli di due rette è la polare del loro 
punto d’incontro; e reciprocamente, il punto d’incontro di due 
rette è il polo di quella che passa per i loro poli. 


Siano R ed R' due rette che abbiano rispettivamente per poli 
i punti P e P'; si unisca PP'. Poiché tutti i punti di una retta 
hanno le polari, che passano pel polo della ret- 
ta (ISl); ne segue che il punto V, come ap- 
partenente alla retta R, ha per polare una ret- 
ta che deve passare per P, e come appartenen- 
te all’ altra retta R', ha una polare che deve 
passare per P'; sarà perciò PP' la polare del 


/ I 

'/ — X 


/ 


\ 




punto V ove s’ incontrano le due rette R ed R'. 

Inversamente, poiché tutte le rette che passano per un punto 
hanno il loro polo nella polare di quel punto (/32); cosi la retta 
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PP', passando per P, deve avere il suo polo nella retta R, e per- 
chè passa pure per P', lo stesso polo deve stare nella R'. Adun- 
que si troverà nel punto d’ intersezione V ('). 

TEOREMA 4.® 

131 . Jl diamelrodiun cerchio è diviso armonicamente da due 
poli coniugati presi nella sua direzione. 

Nel dato cerchio riguardando i poli coniugati P e P' come due 
punti coniugati di un gruppo armonico , ed il centro O come il 
medio della distanza che passa fra gli altri due, 
- y * si troverebbero questi (tt6) , descrivendo un 
^ cerchio coi centro O e con raggio eguale alla 
I» !• proporzionale fra OP ed OP' ; ma tale 

media proporzionale è appunto il raggio del 
cerchio dato (t29) ; quindi resta dimostrato che 
il diametro di un cerchio è diviso armonicamente da due punti 
coniugati presi nella sua direzione. 

TEOREMA 6.» 

135 . Nel cerchio U rapporto delle distanze di un punto qua- 
lunque della circonferenza da due poli coniugati è costante ('*). 

I poli coniugati e gli estremi del corrispondente diametro for- 
mano un gruppo armonico (teor, prec.) ; se dunque si unisce un 
qualunque punto M con i quattro P, D, P', D', si forma un fa- 
scio armonico, in cui sarà sempre retto l' angolo contenuto dalle 
due armonicali MD , MD’. Quindi I' una di esse, come la MD, 
dividerà in parti eguali l'angolo PMP' (ttO, imperò, quale 

(*) Quando è data una fisnra, se di tatti i suoi vertici si determinano le polari, 
so ne Tormert nn' altra, i vertici della quale , pel teorema ora dimostrato , sa- 
ran poli de' lati della prima. Avrerrl dunque ebe nella seconda più rette pas- 
seranno per uno stesso punto, se nella prima vi saranno più punti in linea retta, 
t viceversa. Questa dipendenza che si verifica tra le due figure le ha latto no- 
minare figuri eorretatùn, o polari reeiproehe; e poiché da esse si ha un mezzo 
di trasformazione sommamente utile nell’ analisi di alcune qnistioni di Geome- 
tria, cosi ci proponghiamo esporne la teorira , quando avrem fatto eoooscare le 
proprielé delle curve coniche alle quali appartengono pure tutte quelle che qui 
consideriamo nel cerchio. 

(") Proposizione enuacUia fra' teoremi locali d«l Damerò OS. 
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che sìa la posizione del punto M , il rapporto di MP ad MP’, è 
sempre eguale a quello di PD q DP'. 

136. Con r ultima parte del ragionamento fatto qui sopra 
resta inoltre dimostrato, che 

Nel cerchio, se il diametro è diviso armonicamente in due punti, 
l'angolo delle eongiungenti un punto della circonferenza con gli an- 
zidetti due, è diviso per metà dalla corda che unisce lo stesso pun- 
to della circonferenza con l'estremo corrispondente del diametro. 

TEOREMA 6.» 


137. Nel cerchio ogni corda è divisa armonicamente da un pun- 
to qualunque della sua direzione e dcdta corrispondente polare. 


La retta OP' sia la polare di un punto P della corda MN : si 
uniscano ON cd OM, e quest’ ultima si prolunghi verso Q. 

Pel teorema precedente (433) si 
ha che OM : MP :: ON : NP, ossia 
OM : ON :: MP : NP; nel triangolo 
dunque MON i lati OM ed ON stan- 
no fra loro , come i segmenti de- 
terminati sulla base dalla retta OP 
che passa pel vertice 0; però la 
OP debbo dividere per metà l'an- 
golo NOQ , supplemento di quello al vertice (*) ; ma OP’ è per- 
pendicolare a questa bisettrice, per conseguente le quattro rette 
OQ, OP, ON, OP' formano un fascio armonico ; e per quel che 
altrove si è notato (440 4.*), anche le altre OP, ON, OP', OM 
formano un fascio armonico. Risulta quindi che la corda MN resta 
divisa armonicamente in P c P'. 

138. Dopo ciò è facile osservare che se da’ punii M ed N 







iV 



si abbassano le perpendicolari MA, NB sul 
diametro BP, i quattro punti P, A, Q, B co- 
stituiscono anch’ essi un gruppo armonico ; e se 

K è nel mezzo di AP, sarà (98) AK . KB=AK, 
Per lo che può conchiudersi , che 


(') Onesta assertiva costitnisce la proposizione inversa della XVH del 3.*’lib. 
della Geom dclLegendre, e può dimostrarsi nel seguente modo. Si tiri NK paral- 
lela alla OP, sari HO : OK MP : PN; ma la seconda ragione eguaglia quella di 
OM:ON: dunque sarà MO ; OK OM : ON; quindi OK = ON, laonde gli angoli 
OKN, KNO sono eguali fra loro; ma sono essi eguali a'due POQ, PON, a causa 
delle parallele KN , OP ; tisulta perciò essere aoehe questi eguali fra loro. 
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TEOREMA 7.» 


Se da un punto preso nel diametro di un cerchio si tiri una qua- 
lunque secante , e dalle due intersezioni «t menino le perpen- 
dicolari al diametro, il rettangolo de' due segmenti da esse de- 
terminati, a contare dal punto medio della distanza fra il dato 
punto ed il suo polo coniugato, è di costante grandezza , ed 
eguaglia il quadralo della metà della distanza medesima. 


1 39. Posto che dal punto P siano tirale due secanti PAB , 
PDC, e che in ordine a‘ tre punti P, A, B sia trovato il quarto 



armonico coniugato al primo, è noto che per 
esso deve passare la polare del punto P; e se 
in ordine a P, D, e C sia trovato il quarto 
punto armonico coniugato allo stesso P, per 
la medesima ragione la polare di P deve pas- 
sare pel punto R; ma dovea passare anche per 


Q; dunque può dirsi , che 


TEOREMA 9.® 


Se da un punto medesimo si tirino due secanti ad un eerchio , 
e su ciascuna- si determini il quarto armonico in ordine alle 
due intersezioni ed al piinlo dato , la retta che li cotigiunge è 
la polare del punto dato. 


1 40. Ciò premesso , le intersezioni A , e B si uniscano con le 
altre G c D, e sia Q il punto d'incontro dello due congiungenti AD , 


0 



BC: se mcnansi a' punti P cd E le QP, QE , 
avviene che le quattro rette formano un 
fascio armonico, e nc segue che il punto'Q 
si dee trovare sulla retta EF eh’ è la po- 
lare di P. 

Se invece unire di le due rette AD e BC 
si congiungcsscro le altre AC e BD, si pro- 
verebbe nello stesso modo che il loro punto 
d' incontro R deve anch' esso trovarsi su la 
medesima EF, polare di P. Da tutto quan- 
to si ò delto|, risulta 
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TEOBEMA 10.» 

Se da m dato punto « conducano due secanti qucdsivogìiano ad 
un' cerchio, t punti, in cui s’ intersegàno le congiungenli delle 
intersezioni due a due, staranno tutti allogafi sulla polare del 
punto, donde partono le secanti (’). 

141. Applicando quest’ultimo teorema alle rette QAD, QBC, 
considerate come secanti menate al cerchio dal punto Q, ne ri- 
sulta che la PR, polare di Q, debbo anch’ essa passare per i punti 
P ed R. Or siccome la retta PR è polare di Q, e la QR lo è 
di P, il loro punto d’ intersezione R ( 133) , sarà polo della QP. 
Quindi osservando che la figura ARCO è un quadrilatero qualun- 
que che rattrovasi iscritto nel cerchio , che il punto R 6 interse- 
zione delle due diagonali, e da ultimo che i punti P e Q sono 
gl’ incontri delle due coppie di lati opposti BA, CD c DA, CB, 
si deduce la seguente proposizione. 

TEOREMA 11.» 

Se in un cerchio s' iscriva un quadrilatero , l incontro delle dia- 
gonali sarà il polo della retta che unisce i punti d' intersezio- 
ne delle due coppie di lati opposti ('*). 

142. Poiché la retta QF è polare del punto P, tonto il pun- 
to K (fig- pag. seg.), ove concorrono le tangenti al cerchio comloUe 
da A e B, quanto il punto M, incontro delle tangenti in D cd in C 

(‘) Con r aiuto di questo teorema avvenne che il nostro benemerito Professo- 
re Big. Tcco, ne’primi anni di sua gioventù, potè risolvere con tanta eleganza 
il caso generale del problema da Noi riportato a pag. 60. 

(“] Merita di essere notato che la figura ABCD va meglio riguardata corno 
sorta da quattro punti presi ad arbitrio sulla circonferenza, ed uniti due a due: 
e perciò un quadrigono completo {Vedila nota alla pag. 79) i cui lati sono lo 
sei rette AB, BC, CD, DA, AC, BD ; ed i tre punti P, Q, H sono lo interse- 
zioni delle tre coppie di lati opposti. Pertanto il teorema precedente sarò me- 
glio e più generalmente enuncialo come appresso ; 

Preti ad arbitrio quattro punti tu la circo nferenta di un cerchio , e for- 
mato con etti il quadrigono completo , il triangolo, che ha per vertici le in- 
IrrsMÌtmi delle tre coppie di lati opposti, è (ale che ciascuno de’ detti uertici 
i li polo del lato opposto, 

12 
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TEOREMA 14.» 

Il punto (V incontro di due lati opposti di un quadrilatero iscritto 
• in un cerchio , » poli degli altri due , e l’incontro delle diago- 
nali son quattro punti che stanno per dritto e formano un grup- 
,po armonico. 

145. Diamo termine a queste proprietà del cerchio, cui ci 
Ira condotto la teorica de’ poli e delle polari, applicandola benan- 
che alla dimostrazione del teorema che segue, il quale unita- 
mente all’ altro relativo all’ esagono iscritto (pag. 6G) , riesce di 
somma utilità in moltissime ricerche gcomclrichc (’}. 

TEOREMA 15.0’ 

Le tre diagonali di un esagono, circoscritto ad un cercMo, s’ inter- 
segano in un medesimo punto. 

-146. Uniti successivamente i punti A, B, C.... (fg. pag. 66) 
ove i lati dell'esagono toccano la circoufcrcnra, si (jprmcià un altro 
esagono, iscritto nel cerchio, del quale, prolungando i luti opposti, 
i punti di concorrenza P, Q, R dovranno trovarsi allogati sopra 
una stessa retta (90). Or considerando i due lati, che s’incontrano 
in P, è facile riconoscerli rispettivanoeute come polari dei vertici 
U ed Y (130) ; ed in conseguenza la retta UY, eh’ 6 una delle 
diagonali dell' esagono, dev’essere (133) la polare del punto P, 

Si troverà parimente che le altre diagonali VZ, \Y son le polari 
de' punti Q ed R : ma le polari di più punti, situati in linea rette, 
s‘ iiitersegano in un medesimo punto (l3l) ; dunque cc. ee. 


Del centri e dccll asusl di «Imllllndine. 

147. Due Ggurc , o più in generale due sistemi di punti 
sono simili quando per una determinata posizione sono tali, che n 
due punti, qualsivogliano del primo sistema ne corris|iondono due 

(•) L’ illustro roseti compose un Crstlalodiscrioni coniche, che aveo per pnii- 
npin ruodamcutalc la proprietà dell' osa/ m» di cui i' panda nel lesto - traUalo 
che rimase isedito nelle niom di LnirMii. 
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altri nel secondo, f quali uqiti corrispondentemente con i primi, 
avviene che le congiungenti passino sempre per un medesimo 
punto, in cui tutto restino diviso nella stessa ragione. Questa ra- 
gione costante dicesi rapporto di simiìiiudine (*). 

Lasciando alla cura del lettore la facile deduzione de' gii noti 
caratteri della simiglianza de’ triangoli e de’ poligoni , esponghia- 
roo quello che rapportandosi a' cerchi non fa parte dell' istituzio- 
ne elementare, e che non per tanto, merita di essere conosciu- 
to. Premettiamo perciò 

1.0 I punti delle due figure simili, i quali si uniscono mediante 
una retta, e che abbiamo chiamati qui sopra corrispondenti, di- 
consi punti omologhi. 

2.0 La retta, che unisce due punti di una stessa figura , è la 
omologa di quella che congiunge i punti omologhi dell' altra. 

3.0 Air unico incontro di tutte le congiungcnti due punti omo- 
loghi delle due figure, disposte come si è precisato nella defini- 
zione , si è dato il nome di centro di similitudine , o secondo lo 
Chasles , centro di omotetia. 

Adunque il centro di similitudine si trova in una qualsivoglia 
delle rette che uniscono due punti omologhi. 

4." Se il centro di similitudine si trova situato da una stessa 
parte rispetto allo due figure , dicesi esterno , e le figure si di- 
ranno simili e similmente poste, o anche omotetiche dirette ; che se 
il centro di similitudine rattrovasi infra le due figure , si dioe 
allora centro di similitudine interno, e la somiglianza delle figu- 
ro prende il nome di omotetia inversa , o anche similitudine in- 
tersa. In ambo i casi duo rette omologhe sono sempre parallele, 
c però uguali gli angoli formati in due punti omologhi da due 
rette omologhe. 

5.0 Se tre centri di similitudine di altrettante figure, considerate 
due a due, stanno per dritto, la retta, che li contiene, prende il 
nome di asse di similitudine, diretta se i tre centri son tutti di 
somiglianza diretta, ed inversa nel caso contrario. 

148 . La simiglianza di due circonferenze , qualsivogliano , è 
pressoché evidente ; ed in vero basta far coincidere i loro cen- 
tri perchè se no verifichino i caratteri espressi nella definizione* 
Bisulta così che i centri sono due punti omologhi. 

(*) Con questa dcRniiione la intera teoria delle Rgure simili, rettilinee o cur- 
vilinee che siano , dipende da un solo principio. Cosi il Fincli nella sua Geo- 
metria elementare 1844. 
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Che se i due ccrclii si considerino situali in un nudo qualun- 
que , si veriiìchOrà il seguente teorema. 

TEOREMA 1.» 


m. Due ctreonferense , dùieguali e non eoneenlrfche,^ hanno 
tempre due centri di timilitudine, esterno l'uno ed interno F al- 
tro ; cioè tono sempre due figure omotetiche dirette ed inverse (*). 


Siano C c C’ I centri de' due cerchi. Si unisca CC’ c si tiri 
ad arbitrio il raggio CA ; per V altro centro C si faccia passa- 
re un diametro A'A" parallelo a CA: 
è chiaro chedcllecongiungcnti AA', 
AA" la prima deve incontrare la li- 
'^nea de' centri nel punto 0, al di là 
de' due cerchi , e l’ altra nel pun- 
to 0' infra i due centri. Saranno O 
ed 0’ i due centri di similitudine: e per fermo, qualunque rolla BB' 
che unisce gli 'estremi di due raggi paralleli diretti nel medesimo 
senso, se non passa pel punto 0 dovrà incontrare la linea de' ceulri 
in un punto differente, e sia K. 11 supposto parallelismo dei raggi 
CB, C'B' fa essere simili i triangoli BCK, R'OIC , si ha perciò 



CB-C'B’ : C’B' :: CC' : C'Kt 

ma per la somiglianza degli altri triangoli ACO, A’C'O si ha puro 
CA-C’A’ : C'A’ :: CC’ : C’O ; 

quindi a causa dell' eguaglianza de' primi tre termini dello due 
proporzioni , risulta C'K = C’O, e per conseguente il punto K 
deve coincidere con l'altro 0. Alla medesima conclusione si per- 
verrebbe con r unire gli estremi di qualunque altra coppia di 
raggi paralleli diretti nel medesimo senso , e si verificherebbe 
sempre che i rapporti di OA, ad OA', di OB ad OB' ec. essendo 
eguali a quello di OC ad OC’ saranno eguali fra loro. Resta per- 
tanto dimostrato che il punto 0 è centro di similitudine diretta. 

In pari modo si può far vedere come tutte le rette, le quali 
'Congiungono gli estremi di due raggi paralleli diretti in senso 


(*) Qoesto ed il Mgaenle teorema si verlficsDO per due figure , rettilinee o 
curTiliore qutlsiTogiiaoo , quante volte ciascuna avesse un centro ( K. ta fina 
dal num. 38) ; e le dimostrazioni mdo idcnticlie a quella relativa a due cerchi. 
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contrario . debbono passare per O', restando quivi divise in una 
medesima ragione; si ha perciò che O' è il centro di similitu- 
dine inversa. 

150. La somiglianza de'due triangoli PFC e PEB (*) dà 

CF : BE :: PC : PB, 

e per quella degli altri due KCP', P'BE si ha puro 
KC : BE :: P'C : P'B; 

laonde per l’uguaglianza de' primi rapporti si ha ~ ' 

PC : PB :: P'C : P'B; e perciò la retta CB è divisa armonicamen- 
te ne punti P o P' (93) ; vale a dire 

La distanza de' centri di due cerchi è dima armonicamente 
da' loro centri di similitudine. 

151. Da ciò che si è detto si deduce immediatamente 

1.0 Che ambo i centri di similitudine di due cerchi si trovano 
sulla retta che ne congiunge i centri. 

2.<* Che se due cerchi si toccano , il punto di contatto ò un 
centro di similitudine diretta o inversa, secondo che si toccano in- 
ternamente o esternamente. 

3.0 Che son parallele le tangenti condotte per i punti omolo- 
ghi di due circonferenze ; 

4.° Clic i punti di contatto della tangente comune a due cer- 
chi sono due punti omologhi ; che l' incontro delle due tangenti 
esteriori comuni a' due ccrclii (18) n'è il centro di simililiidino 
diretta, c che rincontro delle due tangenti comuni intcriori n' ò 
il centro di similitudine inversa. 

152. La seconda delle dedotte conseguenze mette in chiaro 
che, tutte le corde menate per il punto di contatto di due cerchi, 
che SI toccano, sono quivi divise proporzionalmente, ed in conse- , 
guenza le rette, che congiungono i loro estremi in ciascuno (k'due 
cerchi, riescono parallele. 

E qui giova por mente all' inversa di questa proposizione cioè 

Se Ira' lati di un angolo iscritto in un cerchio si tiri una ret- 
ta parallela alla comjiumjente i loro estremi , il cerchio che pas- 
sa pel vertice dell' rmyo/o e per gli estremi della parallela anzi- 
detta . sarà tangente al primo cerchio nel vertice dell'angolo. 

153. È ben chiaro inoltre che il sistema di tre cerchi, con- 
siderati due a due , presenta sci centri di similitùdine, dei quali 
tre sull di similitudine diretta c tre di inversa. 

(■) Si vegga 1,1 figura uclla l'r.giua srpurulo, 
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TCOREMA 2.® 

154 . I centri di simrntudine diretta di tre tìreonferenze si tro- 
vano sempre al di sopra di una medesima retta; e de' tre centri 
di similitudine inversa, due stanno sempre per dritto coi centro 
esterno che corrisponde al rimanente. 

Poiché i centri di similitudine de’ cerchi trovansi nelle rette 
che uniscono i loro centri, nel caso di tre circonferenze dovran- 
no trovarsi su' lati del trian- 
golo ABC; se dunque i punti 
M, N, e P determinano sopra 
essi sei segmenti tali, che si 
vcriQca la condizione espressa 
nel teorema del numero 83 re- 
sterò dimostrata la prima par- 
te della proposizione. Or se si 
tirino con una medesima dire- 
zione i tre raggi AD, BE, CF 
e si prolunghino le congiun- 
genti i loro estremi sino ad in- 
contrare la rispettiva linea de’ 
centri, risultano tre coppie di 
triangolisimili MAC, ed MBII, 
NAD ed NCF, PBE e PCF, 
donde si hanno le tre propor- 
zioni che seguono 

MA:MB::AG:BH NC:NA::CF:AD PB:PC::BE:CF 
per le quali verlQcandosi eguali i prodotti delle seconde ragioni, 
tali dovranno essere quelli della prima c si avrò 
M A X NC X 1’B=MB X NA X PC. 

Sicché i tre punti M, N, e P staranno per diritto (83). 

Considerando due delle altre tre coppie di triangoli simili de- 
terminati da’ centri di similitudine interna , e con essa quella 
le precedenti, che contiene l’escluso centro di similitudine, come 
sono lo due coppie ADN', N'KC e BEP', P'KC corrispondenti ai 
centri di similitudine interna N' c P', e l'altra coppia di trian- 
goli MAG, MBH, si ottengono tre proporzioni, dalle quali si de- 
duce come sopra, che i tre punti P', N' cd M stanno per dritto. 
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Similmente si può dimostrare che P', M', cd N stanno per 
dritto , al pari degli altri tre punii N', M', e P. 

1 55 . Risulta da ciò che nel sistema di tre cerchi vi saran- 
no quattro assi di simiiitudino , de' quali un solo è asse di simi- 
litudine diretta. 

PROBLEMA 3.® 

156. Se da uno de' centri di similitudine di due cerchi si Uri 
la perpendicolare alla tangente comune , che passa per l'aitro 
centro di shnilitiuUne , e si uniscano i punti di contatto col 
primo de delti cettlri ; la perpendicolare e le due congiungenli 
formeranno un fascio armonico con la retta de' centri, la qua- 
le è coniwjata alla perpendicolo^ 

Sia S uno dc’centri di sisnilitudinc de' duo cerchi di centro A 
c B, c da csso sia condotta la ST' perpendicolarmente alla tan- 
gente comune MT'che passa per l’altro centro 
S', dimostriamo che unendo le rette SM, SN, 
si forma un fascio armonico con le altre SS', 
ST', o ciò ch’ò lo stesso, che i quattro punti M, 
S', N , T' costituiscono un gruppo armonico. 

Se per i punti di contatto M, N si fac- 
ciano passare due diametri LM, NO, dovranno 
(lil, 4." e l'it, 4.") risultare paralleli , cd i 
punti S, O, M dovranno stare per dritto al 
\pari degli altri tre S, N, L; sicché ncU’angolo 
LS.M rattrovandosi la NO bisecata in B, cd 
essendo la medesima, parallela alla ST' per- 
pendicolare alla tangente comune, si vcriilcano le condizioni della 
seconda parte del teorema num. 109; c perciò le quattro rette 
SM, SS', SN, ST' costituiscono un fascio armonico. 

Delle accantl ooiuunl reali o Ideali. 

157. Se si considera il sistema di duo cerchi, che s'intcr- 
segano , si rileva agevolmente dover essere eguali le tangenti con- 
dotte alle due circonferenze da un qualsivoglia punto della se- 
cante comune , dappoiché i loro quadrati eguagliano il rettangolo 
delle distanze del punto da ciascuna delle intersezioni. 
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Questa proprietà della secante comune veriricandosi indipenden- 
temente dal maggiore o minore arvicinamento de’ due cerchi , 
si dee risguardare non come conseguenza della loro intersezione ; 
ma invece come proveniente e dalla sua particolare direzione in rap- 
porto alla distanza de’ centri , c dal modo secondo il quale que- 
st' ultima rimane da essa divisa. Ed fn vero per la soluzione del 
problema, in cui fu proposto trovare il luogo de' punti, da ciascuno 
de' quali condotte le tangenti a due cerchi dati, le medesime risul- 
tassero eguali ( 64 ) , sappiamo che la perpendicolare alla distanza 
de’ centri elevata dal punto in cui resta divisa per modo che la 
differenza de' quadrati de' segmenti eguaglia quella de'quadrati de' 
raggi , ò il cercato luogo geometrico. Di questo luogo la deter- 
minazione fu rinvenuta senza tener conto della grandezza della 
distanza dei centri , di maniera che apparisce come nc'casi parti- 
colari, facendo uso della detta costruzione, la locale iu esame può 
c non può risultare secante comune a’ due cerchi. 

Or volendo esaminare ulteriormente le proprietà di questa lo- 
cale , la chiamaremo secante comune, e sarà reale nel caso i cer- 
chi s’ intersegano, c ideale, quando si rapporta a due circonferen- 
ze die non s'incontrano (*). In questa ultima ipotesi i punti d’ in- 
tcrsec^ione della retta con i due cerchi si dicono immaginarii. 

1 58. Quando due circonferenze si toccano, esternamente o in- 
ternamente , la secante comune si confonde con la tangente co- 
mune che passa pel contatto delle due circonferenze , essendo 
chiaro che l'anzidelta tangente è perpendicolare alla retta che uni- 
sce i due centri, e che la differenza de’quadrati dei segmenti determi- 
nati su questa dalla tangente, è quanto quella dei quadrati de’raggi. 

159. Poiché nel citato problema ( 64 ) si è fatto vedere corno 
ogni punto, pel quale si veriGca che sono eguali le tangenti con- 
dotte a due cerchi , deve stare sopra una determinata retta ; ed 
ora avendo dato a questa medesima retta il nome di secante co- 
mune reale o ideale, ne segue che sono uguali ancora ì due ret- 
tangoli contenuti dalle intere secanti, condotte a’ due cerchi da 
uno qualunque dei suoi punti , nelle rispettive parti esterne , il 

(*] n Dome di secaole comnoc Tu auriboito alla rena di cui è parola qui so- 
pra dal celebre Pohcei.bt. Il signor Gaultier de Tooas, la chiamò arie radica- 
li (Jouri%at de tÉcolt PolyOehnique Cahier XVI. ann. 18t3), ed altri l'Iianoo 
della diiiomologa de’ due cerchi. Noi rileniamo il primo nome per le ragioni 
addotte dallo stesso autore nelle pagine 28 e 4i della sua classica opera, Traiié 
dit Profriétii prnjtctirei dei figurei. Paris. 1822. 

13 
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clic riterremo come proprietù cnralteristica del luogo io parola 
Per cITetto di (pit'sla dcliiiizioiie si ha che u sono egtàoli le tan- 
genti condotte a due cerchi da uno stesso punto, questo dovrà 
necessariamente appartenere alla loro secante comune reale o idea- 
le , e nc risulta ancora che i punti medi delle parti delle tangenti 
comuni a due cerchi, intercette fra'contatli, debboìio stare allogati 
su la secante comune reale o ideale. 

Ciò premesso passiamo ad esporre alcune proposizioni, le quali 
costituiscono il fondamento della teoria delle secanti comuni , oco< 
me altri dicono, degli assi radicali. 

TEOREMA 1.» 

160. Se da un punto qualunque della secante comune di due 
cerchi si tiri su ciascuno una trasversale, i quattro punti, ove 
queste incontrano le due circonferenze , staranno sempre sopra 
un’ altra circonferenza. 

Poiché sono eguali i rettangoli delle trasversali, condotte a’ due 
cerchi da un punto qualunque della secante comune, nelle rispet- 
tive parti esterne (n.prec.)', il quadrilatero, che si forma unendo 
i quattro punti d' intersezione, ò iscrittibile in un cerchio. Con 
ciò è chiaro che i quattro punti, ove le trasversali incontrano i 
4lue cerchi , resteranno sopra una medesima circonferenza. 

TEOREMA 2.» 

161. La secante comune di due cerchi dista egualmente dalle due po- 
lari, relative ad entrambi, di uno o deH’altro centro di similitudine. 

Le polari di uno de' centri di similitudine , relative a' due cer- 
chi , sono le corde comprese fra’ contatti delle due tangenti co- 
muni condotte per esso centro di similitudine (130) : ma i due 
centri di similitudine ed i centri di due cerchi stanno sur una roe- 

(') Il niungolo ilrllc disianze di un punlo dalle due iulerseeazlooi, che si han- 
no in una circonferenza , menando per esso punto una secante qtialnnqnc , è 
stato chiamato dallo STEiin» potenza del punto relativamente al cerrliio. Per 
questa ragione la sccaulc comune di due circonferenze, o come altri dicono, il 
loro tuia radicate , i stato dcQnito il luogo di tutti i punti di rgnal potenza 
rispetto a' due cerchi. 
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sima retta, quindi tanto le due polari ne' duo cerchi , relative ad 
uno {stesso dei centri di similitudine come polo, quanto la secan- 
te comune reale o ideale sono perpendicolari ad una medesima 
retta , per conseguente son parallele fra loro : sicché le distanze 
di una di queste rette dalle altre due , saranno quelle che dalle 
medesime due conserva un qualunque punto della primo. 

Or siccome è facile darsi ragione che i punti medi della parte 
delle tangenti comuni a due cerchi comprese fra' contatti disiano 
egualmente dalle corrispondenti duo corde iiitercette fra gli stessi 
contatti , cosi dovendo per tali punti passare la secante comune 
reale o ideale (469), resta chiaro che la secante comune di due 
cerchi dista ec. 

TEOREMA 3.» 

162. Ad un punto qualunque della secante comune di due cer- 
chi cotrispoudono due polari , 4e quali s’ intersegano in un al- 
tro punto delta secante comune istessa. 

Sia P un punto della secante comune ideale de’ cerchi 0, 0'; 
le polari di P, rclatiic a' due cerchi, sono (4jO) le corde AB e 

CD, che passano per i contatti delle 
due tangenti condotte a ciascun cer- 
chio dal punto P ; e poiché tuli tan- 
genti sono eguali (lo7) , i quattro 
punti A, B, C, D dchbotio tutti gia- 
cere sopra la circonferenza descritta 
col centro P e col raggio eguale ad 
una delle tangenti ; laonde le AB , 
CD, ossia lo due polari del punto P, 
saranno corde dell' anzidetta circon- 
ferenza di centro P ; se dunque si 
prolungano sino ad incontrarsi in K, 
saranno eguali i rettangoli di KA in 
KB, e di KD in KC : ma conside- 
rale le KA, KD quali secanti i due 
cerchi O, 0', dovrà per l'uguaglianza degli anzidelli rettangoli, 
essere allogatoli punto K nella secante comune de' due Cerchi 
Simile ragionamento può ripetersi per tutti i punti di una 
secante comune reale, i quali non stessero nella corda AB; c per 
dimostrare come il teorema si \crilica pure per un qualunque 
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punto Q di questa corda, ricordianio che la AB, considerata co- 
me corda del cerchio 0 , è divisa armonicamente da qualunque 
punto Q preso nella sua direzione, e dal- 
r altro B ove essa è incontrata dalla polare 
del punto Q { 137) ; per la identica ragio- 
ne si ha che la polare dello stesso punto Q 
della retta AD, considerata quale corda del 
secondo cercliio Q', dovendo determinare 
in rapporto agli stessi tre punti A, Q, B, 
il quarto armonico coniugato a Q , devo 
passare per lo medesimo punto R ; sicché 
sarà sempre vero che ad un punto qualunque della secante com. ec. 

1 63. Chiamati omologhi (477, 4.“) i due punti D, D', (fig. seg.) 
i quali vengono determinati dalla secante SD', condotta a’ due cerchi 
di centro A c B da uno de’loro centri di similitudine, si son poi delti 
atUi-oinologIù i dueD eC'.ogiFaltriC, D', c corde anti-omologhe 
le due DF , C'E', non meno che le altre CE, D'F' — Ciò posto : 

TEOREMA 4.» 

164. Nel sistema di due cerchi i quattro punti anti-omolo- 
ghi stanno sempre allogati sopra una circonferenza , e due cor- 
de anti-omologhe s’incontrano in un medesimo punto dtìla segante 
comune de' due cerchi. 




Di fermo quando S è centro di similitudine de' due cerchi A c B, 
EC conducansi le seganti SD' ed SF', poiché sono omologhi i punti D, 
D’, ed F, F', si avrà SD : SF : : SD' : SF', ma per le note propriclà 
delle seganti si ha SE' : SC' : : SD' : SF', sarò quindi a causa del- 
la eguaglianza de' secondi rapporti , 

SD : SF : ; SE' : SC' ossia SDXSC'=SFXSE' ; 

dunque pe'punti D,F,E',C’ vi 
passa una circonferenza (67), 
e ptvrò prolungate le corde 
DF,C'E'flno ad incontrarsi in 
P, dovrà essere PDXPF= 
PC'XPE', per conseguenza 
(4S9) il punto P sarà uno di 
quelli della secante comune 
dc'due cerchi A, c B. 

1 65. Se una retta iiitcrsega una circonferenza, o un’altra qual- 
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Rivoglia curva , e qualche proprietà della secante sussista per tut> 
te le posizioni che può avere , immaginandola rotare intorno ad 
uno de’ punti d' intersezione, la stessa proprietà si veriflcherà pa- 
rimente nel limite delle sue diverse posizioni , cioè quando nel 
coincidere due de’ punti d' intersezione la retta diviene tangente. 
Pertanto dalla precedente proposizione , di cui è anche vera la 
reciproca , si deduce che : 

Lt tcutgenli a due cerchi tn due putUi anli-omologhi debbono 
passare per lo stesso punto della secante comune , e per conse- 
guente debbono risultare eguali. 

166. La considerazione di due cerchi con la loro secante 
comune dà luogo ad altri teoremi, de’ quali buona parte possono 
studiarsi nella Geometria dello Chasles, ove si rinvengono dimo- 
strati col principio de’punti in involuzione, e con quello delle fi- 
gure omologiche del Poncelet (’). In detta opera tra le altre pro- 
posizioni trovansi le seguenti. 

1.0 Dati due cerchi, se da un punto dell’ uno si tiri una 
tangente all' altro, ed una perpendicolare alla loro secante comu- 
ne, il quadrato della tangente serba un rapporto costante con la 
perpendicolare. 

2.0 Se da un punto della secante comune di due cerchi si ti- 
rino due trasversali, le quali passino rispettivamente pe’ poli della 
secante comune ne’ due cerchi , le congiungcnti i punti d' in- 
tersezione di tali trasversali con le circonferenze passeranno per 
i loro due centri di similitudine. 

3.0 In due cerchi , i poli della loro secante comune formano 
un gruppo armonico co' due centri di similitudine. 

4.0 Due cerchi sono sempre due figure omologiche, la secante co- 


(‘) Se di due poligoni , che stanno sopra di tino stesso piano , i vertici del- 
r uno poggino sopra rette concorrenti in nn medesimo punto , snlle quali giac- 
ciano anche i vertici dell'altro, e se i lati delle due figure compresi fra cia- 
scuna di queste rette concorrano in ponti situati per dritto , si dice che sono 
due poligoni omologici. Il punto dal quale partono le rette, si è chiamalo cen- 
tro di omologia; la retta, che passa per i punti ne'quali conrergono i lati delle 
due figure, si è detto oaaa di omologia, e si è dato il nome di punti omolo- 
gici a que* vertici delle doe figure, che stanno sulla medesima ratta, la quale 
passa pel centro di omologia. 

Ad ogni curva si pn6 sostitnire un poligono iscritto, i cui lati e gli aggoli 
esteriori siano infinitamente piccoli , però è Tacile ideare quando due curve so- 
no omologiche. 

Terremo parola in prosieguo de* ponti in iuvoluzione. 


Digitized by Coogle 



102 geohetua am Alme a — sezione 1.* 

munc è l' asse di omologia , e I' uno o l’ altro de' due centri di 
similitudine, è il centro di omologia. 

5.» Nel sistema di due cerchi, due corde omologiche concor- 
rono in un punto della secante comune. 

TEOREMA 5.» 

167. Le seganti commi reali o ideali di tre cerchi, considerati 
due a due , passano per mo stesso punto. 

Se i tre centri stanno in linea retta, le secanti comuni doven- 
do esserle perpendicolari, saranno parallele fra loro, e però si potran 
risguardare come convergenti ad uno stesso 
punto situato a distanza inQnita ; ma se i 
tre cerchi hanno rispettivamente per centro 
i punti 0, O' , O’', ed AG e BC sono gli 
assi radicali del primo col secondo , e dei 
primo col terzo, allora considerando il pun- 
to C come appartenente alla secante comune 
ideale AC, la tangente condotta da esso al cerchio O dev’ essere 
eguale a quella condotta al cerchio O', e considerando lo stesso 
pùnto C come appartenente alla segante comune ideale BC , la 
indicata tangente al cerchio O eguaglia pure quella che da C si tira 
ad (V', ond’ è che le due tangenti condotte da C a’ due cerchi 0', 
O" sono eguali, dunque (/i>9) il punto C dovrà appartenere alla 
secante comune reale o ideale de' cerchi 0' ed O", resta perciò 
dimostrato il teorema. 

168. In virtù di questa proposizione si ha che guando tre 
cerchi s' intersegano due a due , le tre corde che uniscono le in- 
tersesioni, essendo secanti comuni reali, debbono passare per uno 
stesso punto. 

1 69. Il punto pel quale passano le tre secanti comuni reali 
0 ideali di tre cerchi si 6 chiamato centro radicale , e quando 
fossero dati due cerchi che non s' interseghino, nè siano concen- 
trici , sarà facile determinare la loro secante comune ideale, sol 
che si descriva un terzo cerchio, il quale interseghi i due dati , 
chè allora costruendo le secanti comuni reali , nel loro punto 
d’ incontro si avrà il centro radicale , c da esso menando una 
perpendicolare alla retta, che unisce ì centri de' cerchi dati, si 
otterrà la secante comune ideale relativa a questi ultimi. 
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170. Dalla indicata costruzione risulta, che quando di due 
cerchi l’ uno è nell* interno dell' altro , l’ incontro delle due cor- 
de comuni col cerchio ausiliario succede al di fuori della loro 
area ; e quando sono concentrici, le due corde emergono parallele 
ed il loro incontro va a distanza inGnita; quindi è che due cer- 
chi concetUrici hanno la tecanle comune a distanza infinita. 

A queste considerazioni potrebbero far seguito le altre relati- 
ve al sistema di tre , o anche di più cerchi che avessero una 
secante comune istessa ; ma siam di credere esser convepevole al 
nostro scopo di rinviar per lai fine il lettore al cap. XXX della 
già indicata opera dello Chasics. 

De’ eerehi che al toeceiiio. 

È noto che un cerchio può essere toccato da un altro ester- 
namente o internamente, e che nel primo caso le convessità nei 
punto di contatto sono rivolte in senso contrario , mentre nel 
secondo stanno da una medesima parte. Ma quando si conside- 
rano i contatti di un cerchio con più altri , potendo avvenire 
che questi ultimi siano o tutti esterni , o tutti interni , o pure 
che il primo sla toccato esternamente da alcuni de’ secondi ed 
internamente da altri, cosi vicn detto per brevità che i contatti 
sono simili quando per ognuno di essi i cerchi si rivolgono lo 
convessità nello stesso modo , e cUssimili nella ipotesi contraria. 

1 7 1 . In un cerchio, il quale tocca similmente due altri, la retta 
che congiunge i punti di contatto è un asse di similitudine di- 
retta 0 inversa, secondochè i contatti sono interni o esterni (/ó'f, 2°) 
ed in entrambi questi casi Fa corda fra’ contatti prolungata incon- 
trerà la linea de’ centri de' due cerchi nel loro centro di simili- 
tudine diretta (toi). Che se i contatti sono dissimili, la corda 
che li unisce determinerà come sopra il centro di similitudine 
inversa. Ciò posto si ha : 

TEOREMA 1." 

172. Se due eerehi son toccali similmente da una retta e da 
un terso cerchio , i quattro eonlatli staranno sopra una cir- 
conferensa di cerchio. , 

1 due cerchi A e B siano toccati similmente in C ed in D dal 
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cerchio I , ed in H eO E dalla retta HE; se uniscasi CD, nella 
■ y sua direzione deve trovarsi il cen- 

tro di similitudine diretta de’ cer- 
chi A e B(n prec.), il quale do- 
vendo parimente trovarsi sulla loro 
tangente comune HE stari in S. 
Ora essendo omologhi i punti H, E 
al pari degli altri due C, G 
debbono psserc |>arallelc le congiungenti EG, HC {UT, i.°). Inoltre 
so si unisca ED, poiché l' angolo GES eguaglia si l’uno che l’aftro 
de’ due EDG, EHC, saranno questi ultimi eguali fra loro , e quindi 
se aggiungasi di comune l’angolo EUC, si riconosce dover essere il 
quadrilatero CDEH iscrittibilc in un cerchio, perché la somma degli 
angoli opposti eguaglia quella di due retti ; laonde può conchiu- 
dersi che se due cerchi son toccali ec. 

173. Segue da questo teorema, il quale poteva essere di- 
mostrato benanche deduccndolo dalla proposizione del numero 164, 
che prolungate le corde IIC , ED sino al loro incontro in M , i 
rettangoli di HM in MC , c di EM in MD sono tra loro egua- 
li, per lo che il punto M apparterrà alla secante comune de' due 
cerchi A, c B. 

E qui avendo considerazione a quanto si è detto in fine del num. 
152 , si rileva che il cerchio circoscritto al triangolo CDM è ap- 
punto quello che tocca i due A e B, c che però si confonde col 
cerchio T. Inoltre se nel punto M si tiri una tangente a que- 
st’ ultimo , sarà l’ angolo PMD = MCD=DGE = DEH ; dunque 
la MP è parallela ad EH; vale a dire: 

Se due cerdù son toccali similmente da una retta e da un ter- 
zo cerchio , le due corde , che in ciascuno uniscono i conlalli , 
concorreranno in un punto della circonferenza del terzo cerchio , 
appartenente alla secante comune de' primi due, e tale che la tan- 
gente condotta per esso riesce parallela alla tangente comune dei 
due cerchi. 

TEOREMA 2.» 

I74. Se due cerchi toccano esternamente 0 itìlemamenle due altri- 
4.’* Le corde de' primi due, comprese fra' conlalli, concoireranno 
al centro dt similitudine diretta de' secondi. 

B-o L asse radicale degli stessi primi due passerà pel sopradet- 
to centro di similitudine. 
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S." Le corde de' secondi due cerdà , eoìnprese fra contaUi , 
concorreranno in un punto delia loro secante comune, che è cen- 
tro di similitudine diretta de' primi due. 

Siano A e Bdue cerchi, e ciascuno tocchi simUnaente gli altri dueC, 

e D, il primo nc'punli E cd 
H, ed il secondo in K od L* 
,1.® Considerando il cer- 
chio A il quale tocca simil- 
mente i due C c D, il centro 

C 

' di similitudine diretta di 
questi ultimi dovrà trovarsi 
nella direzione di EH : per 
la identica ragione lo stesso 
centro dovrà trovarsi nella 
corda KL, si troverà perciò 
nel punto S , ove queste due 
corde s’intersegano. 

2. ® Poiché sono anti-omologhi i quattro punti E.H, L.K (163), 

per essi potrà pasàani una circonferenza di cerchio e si ve- 

rificherà che il rettangolo di SE in SU, eguaglia quello di SK in SL; 
pertanto sarà S un punto della secante comune de' cerchi A e B. 

3. ® Per essere i quattro punti E, H, L, K, sopra una circonfe- 
renza, si ha pure ET>^K=HTXTL, vai quanto dire che il punto 
T appartiene alla secante comune dei cerchi C, e D; cd applicando 
la prima parte di questo teorema a' due cerchi A e B , toccali 
similmente da ciascuno degli altri due C, e O, si comprende coma 
lo stesso punto T sia centro di similitudine diretta de'cercbi A c B. 

175 . Se poi ciascuno de' due cerchi A e B tocca similmen- 
mente gli altri due , ed ì contatti dell' uno A con i secondi due 
fossero dissimili rispetto a quelli ch’esistono fra questi ultimi e 
l'altro B; il centro di similitudine diretta, di cui è parola nel 
teorema testé dimostrato, sarà invece quello di similitudine inversa. 

La soluzione de' due problemi che seguono , va regolata siffatta- 
mente da far rilevare l' utilità delle diverse teorie che han for- 
mato r oggetto di questo e de' precedenti capitoli : e sebbene la 
prima qnislione fosse stata risoluta altrove (21) ; pure abbiamo 
creduto conveniente occuparcene di bel nuovo per avere occasione 
d'istituire un'analisi, la quale conduce ad una elegantissima com- 
posizione , dovuta al Professore signor Nicola Trudi. 


li 
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PROBLEMA 0 • 

176. In m dato cerchio i.icrivere un triangolo, i «uilati parsino 
per (re punti dati. 

Analtul — Siano M, N, P, i punti ovunque situati nel pia- 
no del cerchio ABC\', ed ABC il triangolo che soddisfi lecondi- 



lioni del problema. È chiaro che tutto si riduce a trovare nella cir- 
conferenza un punto, il quale unito con due de'tre dati, e prolungate, 
se occorre, le congiungcnti sino ad incontrare nuovamente la circon- 
ferenza succeda che la corda, la quale unisce questi ultimi in- 
contri , passi pel terzo punto. Ignorando qual fosse la dipenden- 
za tra la posiziono de'punti dati e di quello che si cerca, stabili- 
scitsenc uno ad arbitrio c sia A'. Or se per esso tiransi nel cerchio 
le corde A'MB', A'NC' che passino pei punti dati M, ed N, e 
poi si unisca la corda B'C , questa generalmente, non passerà pel 
terzo punto P , ed invece incontrerà il lato BC, in altro punto che 
sia p. Frattanto se con i quattro punti A, A', B, B' si formi un 
quadrilatero, ed M' ed M" siano grincontri do lati opposti: sarà (/4 /} 
M il polo della congiungenle M’M”: cosi pure formato il quadrilate- 
ro co'quatiro punti A, A', C,C, per la stessa ragione sarà N' N" la 
polare del dato punto N. Similmente considerando il quadrilatero 
B B' C C si troverà essere P'P'' la polare di p. Da ciò segue : 

1. ® Che le sei corde AB’, B'C, CA', A'B, BG', C'A, costituisco- 
no un esagono iscritto, c però i tre incontri M', N', P' delle cop- 
pie di lati opposti saranno {89 e 90) in linea retta. 

2. ® Che se gii ansidetti punti M', N', P', si congiungano ri- 
spettivamente con gli altri M, N, p, le rette M'M, N’.N, P'p, sa- 
ranno lo polari (440) de’ punti M", N", P'’. 
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3. ** Cile il punto a ove iucontraiisi le polari M'M, N'N, è polo 
dulia AA' che congiuuge i loro poli &1", N" ; come pure b , 
puuto d'incontro di MM' con P'p, è polo di BB'; ed il punto r, 
che risulta dall' intersezione di NN'cun pP', è polo di N"P". 

4. ° Che i quattro punti a, 31, b, 31' formano un gruppo ar- 
mouico (144) al pari di a, N, c, N', e degli altri b, p, c, P'. 

Or le rette condotte dal punto 31' a' quattro a, N, c, N' formano 
un fascio armonico a somiglianza di quelle condotte dallo stesso 
punto 31' ai quattro b, p, c, P'; e poiché tali fasci han di comune 
le armonicali che passano per i punti a, c, edN', avviene che la 
quarta del primo fascio, cioè la 31' N, debba coincidere con la 
M'p che è la quarta armonicale del secondo fascio : da ciò segue 
che i tre punti M', p, N stanno per dritto. In simil modo si pro- 
verebbe che stanno anche per dritto i tre punti 31, p, N'. 

Ciò posto; quando il punto A' soddisfa il problema (vai quan- 
to dire quando la corda B'C', che unisce l’estremità delle con- 
giuiigenti A'31,A'M, passa pel terzo punto P) il punto 31' deve 
trovarsi tanto sulla M' 31" data di posizione, qual polare del punto 
dato 31 (/4/), quanto sulla NP che è pure data di posizione ; ò 
dunque 31' un punto doto. Per la stessa ragione sarà dato il punto 
N', il quale dee trovarsi sulla 3IP e sulla N'N" polare di N : 
ond' è che le due rette 31'M, N'N saran date di sito, per consc- 
guente sarà dato il loro punto d'incontro a non meno che la po- 
lare di esso AA', la quale segnerà nel cerchio due punti, di cui 
ciascuno sarà il vertice di un triangolo, che risolve il problema. 
Da questa analisi emerge la seguente 

Conapoalslone. Di due dei punti dati, per csem. 31, N, si tro- 
vino le polari 3I'3I", N'N", si unisca il terzo punto P con gli 
anzidetti due 31, ed N, e si prolunghino tali congiungenti sino 
ad incontrare la polare del punto rimanente cioè, la NP sino ad 
incontrare la 31' 31" in 31', c la 31P sino od incontrare N'N" in 
N'. Da' trovali punti 31', N' , che son quelli ove ciascuna polare 
è intersegala dalla congiungente il terzo punto con quello de' due 
che non è suo polo, si tirino le rette 31' 31, N' N, del cui punto 
d'incontro a si determini la polare, e ciascuno de'punti d'inlersezio- 
ne A, A' di questa ultima con la circonferenza, sarà tale che unito 
con i due 31, N e congiunti fra loro gli altri incontri di tali rette 
con la circonferenza si avrà un triangolo che soddisfa il problema. 

Allora quando due de' tre punti dati han tale posizione che 
la polare dell' uno passa per l' altro e viceverw, è fucile rilevare 
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come si confondono le due rette, che con la loro intersecazione 
determinano il punto di cui la polare segna sulla circonferenza 
i vertici de' due triangoli richiesti. In tal caso potendo riguarda- 
re come punto d’ intersezione uno qualunque delle due rette che 
si confondono, è manifesta la indeterminazione del problema, che 
per altro è sfuggita per molto tempo alla sagacia de’ dotti (*). 

PROBLEMA 2.0 

177 . Costruire un cerchio che sia tangente a tre aìiri cerchi dati. 


Anniiai. Atteso che un cerchio può toccare in due modi un 
altro cerchio, è manifesto come il problema può ammettere otto 
soluzioni, potendo avvenire 



1® Che ciascuno de tre cerchi dati avesse un contatto interno 
con quello da costruire. 


2® Che ciascuno de’ tre cerchi fosse toccato esternamente da 
quello che si cerca. 

3.0 Che uno fosse toccato esternamente , e gU altri due interna- 
mente, 0 viceversa, nei quali casi vi possono essere sci combinazioni. 

Avendo presenti le relazioni che si verificano quando due cer- 
chi son toccati similmente da due altri {i74J è naturale suppor- 
re il problema risoluto c considerare due soli degli otto cerchi 

(•) Il chiarissimo nostro Professore sig. Giuseppe Scorza fu primo ad accor- 
gersi di questa indeterminazione ; leggasi la memoria di Lui all’ uopo inserita 
tra gli ppwcoli ilelta Scuola del Ftrgola. Ko],. im. 
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che debbono determinarsi. Siano quindi obc , a'b'c, due cerchi ambo 
toccati similmente da’ tre dati , il primo esternamente oe' punti 
a, b, e, ed il secondo internamente, in a\ 6', e'. 

Adunque de’ tre cerchi dati considerando in prima i soli A, e 
B, si trova che ciascuno de’due cercati li tocca similmente, e però 
le loro corde oa', bb' comprese fra’ contatti coneorreranno in un 
(lunto O, che è centro di similitudine inversa de'due cerchi richiesti 
( 175) , e che appartiene alia sepote comune dei primi due A e B. 

Similmente avendo riguardo a’ cerchi A e C si ha pure che le 
rorde aa', ee' debbono concorrere ai centro di similitudine inver- 
sa de’medesimi due cerchi richiesti ; dovrà essere dunque lo stesso 
punto O, il quale apparterrà inoltre alta secante comune de’ cer- 
chi A, C. In pari modo si conchiude che il detto ponto O starà 
nella secante comune de’ cerchi B, e C , e per conseguente sarà 
il centro radicale de’ tre cerchi proposti. 

È chiaro inoltre che dalla combinazione due a due delle tre 
circonferenze date si hanno tre coppie di cerchi, i quali son toccati 
similmente da ciascuno de* due richiesti ; quindi si ha che gl’ in- 
contri S, S', S" delle corde di questi ultimi , comprese io fra' 
contatti, sono centri di simiKtudine diretta delle tre coppie di cer- 
chi dati, e stanno sulla segante comune delle circonfórenze cer- 
cate: ma poiché i centri di similitudine diretta di tre cerchi stanno 
in una linea retta clic è l'asse di similitudine diretta, ne 

segue che la segante comune de’ due cerchi da trovarsi , si coni- 
fonde con l’ asse di similitudine diretta delle tre circonfereose 
proposte ; è dunque l'unzidetta secante una retta di data posizione. 

Or se conducansi* le tangenti aT, oT, saranno (158) rispettivi* 
mente secanti comuni de’due cerchi A ed obe, A ed a’b'c', ed il lofo 
punto d’intersezione T debb’ essere situato sulla retta TT', giacché 
sono eguali le tangenti da esso condotte a’ cerchi abe, a'b'c' (159); cosi 
pure le tangenti in 6 , e b', e le altre in c e c’ dovranno concorrere in 
due punti T',T" della medesima retta TT'*: mai punti T, T', T’ 
sono (1S0) poli delle tre corde aa\ bb' ee', quindi la retta TT' che 
passa per ciascuno di essi, avrà per polo, relativamente al cer- 
chio A, un punto della oa" (15S); in rapporto al cerchio B, un 
punto delia bb' , ed in rapporto all' altro G un punto delia cc'. 

Si può dunque costruire ciascuna delle dette corde aa', bb' , 
cc’, gìaccliè dee passare pel punto 0, che è dato, e pel polo del- 
la retta anche data TT'', relativamente al proprio cerchio, e li 
determinano cosi i punti di contatto a,6,r, e gli altri a',b',c. 
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Può Dotoni da ultimo che le ael rimaDeniti ciroouferenze, che 
anche risolvono il nostro problema, si possono distinguere in tre 
coppie, ognuna delle quali determini contatti dissimili su ciascuno 
dei cerchi dati, e se per tali coppie si ripeta la sopra esposta ana- 
lisi , risulterà la seguente composizione dovuta a M. Gergonne. 
Anrudes de Mathètnaliquet. Tome IV. pag. 3i9. 

CemposlaloM — Si determinino i quattro assi di similitudi- 
ne de' tre cerchi dati , e di ciascun asse si trovino i poli relati- 
vamente agli stessi tre cerchi ; assegnato poi il centro radicale, 
si unisca con detti poli : tali congiuugenti incontreranno rispet- 
tivamente le tre circonferenze ne' richiesti punti di contatto. 

178. Bastano questi esempi perchè si apprenda quanto sia uti- 
le la conoscenza delle proprietà della estensione figurata. È con tal 
mezzo che facendo uso del lùiguaggio geometrico , il quale procede 
sempremai per via di composizioiu e di decomposizione di princpl già 
noti, si può andare innanzi nella soluzione delle nuove quistioni che 
potrebbero essere proposte. In conseguebza di ciò, per essere al 
caso di trattare i problemi solidi e lineari , conviene occuparsi 
nella ricerca delle proprietà delle curve coniche e delle altre lo- 
cali che la scienza ha riconosciuto importanti. Ma questo sarà da 
noi praticato nella sezione IV , nei doppio scopo di esporre cioè, 
le proprietà delle anzidette linee , e di mostrare come l'Algebra 
prestandosi a tanto, è poi anche un mezzo valevolissimo per la 
investigazione delle forme geometriche. Dopo di ciò nell' ultima 
sezione ci occuperemo dell’ analisi di varie e scelte quistioni. 

179. Finalmente non vogliamo trascurar di accennare che per 
mezzo dello esame di molte quistioni della medesima natura, quali 
sono a mo’ d'esempio quelle relative alla misura delle aree, alla 
iscrizione e cirooscriziooe delle figure , al massimo o minimo sta- 
to^di grandezza ohe possono «vere le quantità sottoposte a date 
condizioni ec. annosi rilevati alcuni procedimenti che per le qui- 
. siioni tutte della medesima specie hanno uu fondamento comune, 
d’onde hanno avuto origine i metodi di esaustione , de' limiti , 
de' massimi e minimi ec. 
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SEZIONE 11. 

applicazione DELL’ ALGEBRA ALLA GEOMETRIA 
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CAPITOI.O I. 

DEI PEOBLEVI DBTEEMINATI B DEL COXB TRADVBLI 
IN EQUAZIONI. 

Egli è già gran tempo dacché si è applicato il calcolo numeri- 
co alla soluzione di alcune quistioni di Geometrìa ; e questo fat- 
to importantissimo non deve arrecare grande maraviglia, se si 
pon mente che le quistioni, il cui oggetto è la misura delle linee e 
delle figure, son per loro natura del tutto numeriche. Ma quando 
col progresso dello spirito umano pervennero a chiara luce i van- 
taggi che il calcolo letterale ha sul numerico , fu ben naturale 
applicarlo alle quistioni di Geometria , ed estenderlo poi ad ogni 
genere di proposizioni , riflettendo che tutte le quantità continue 
si possono ridurre a numeri (*). 

1 80 . Questo metodo oltre di aver data origine ad un altro, molto 
più generale , di cui ci occuperemo in prosieguo , costituisce io 
molti casi , un mezzo più eflìcacc dell'analisi geometrica per trat- 
tare le quistioni di Geometria , dal perchè si abbisogna di un mi- 
nor numero di conoscenze. Ed invero con esso l’analisi di una 

t 

(*) Frate Loca Paccioli nato a Borgo S. Sepolcro io Toscana , nel cominciar 
del secolo XVI, fa il primo ad impiegar l’Algebra nella soluzione di alenai pro- 
blemi di Geametria. Saecaativamente poi gli altri matematici Italiani Niccolò 
Tartaglia da Brescia , Girolamo Cardano da Paria e Marino Ghelaldo n' estese- 
ro r applicazione , ed il Geometra Francese Francesco Vieta , verso la fine del- 
lo stesso secolo, contribuì non poco al perfezionamento dell' Algebra e della sua 
applicazione alla Geometria, ( F, fa Slorùi ih'deui JVatem.). 
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“ proposizinnc non dcv' essere spinta sino alla sua totale risoluzio- 
ne , ma solo debb’ esser protratta fino a scovrire il conveniente 
numero di relazioni di eguaglianza fra le quantità che son date 
c quelle che si cercano; cliè cosi venendo alfidata alle note re- 
gole dell'Algebra la determinazione delle quantità ignote, non si 
ha bisogno di riprendere la cominciata analisi , mentre od ogni 
passaggio di calcolo corrisponde una relazione fra le quantità , la 
quale senza il soccorso algebrico si avrebbe dovuto dedurre col sem- 
plice raziocinio. Con ciò le quistioni di Geometria si traducono 
in equazioni rappresentando con lettere le quantità date e le i- 
gnote , e per tanto la soluzione de' problemi esige : 1 La ricerca 
della corrispondente equazione. 2.<* La risoluzione della medesi- 
ma. 3.° La determinazione con operazioni geometriche , o come 
vuol dirsi , la rostruzionf de' valori delle quantità rappresentate 
dalle ignote. 

Di queste tre parti, che unitamente costituiscono la soluzione di 
nn problema, la seconda è del tutto algebrica ; però ci occupia- 
mo delle altre due , e formando oggetto di quieto rapitolo la 
sola prima, sarà di bene ricorrere immediatamente agli esempi. 

PROBLEMA 1.0 

181. Trovare un punto sopra il lato di un triangolo pel 
quale condotte le parallele agli altri due lati , risulti un qua- 
drilatero che sia rombo. 

AnalinI — Del dato triangolo ABC, sia BC il lato su cui ò 
da trovarsi il punto pel quale dcv' essere verificata Ip condizione 
del problema. 

Supposta risoluta la quistione, sia Dii punto tale che risultino 
DE e DF. per esso tirate parallelamente ai 
lati dell' angolo in A. È chiaro che per de- 
terminarne la posizione conviene conoscere la 
grandezza di uno de' segmenti BD, DC, dei 
quali quando uno è noto , I' altro resta pu- 
re determinato. Si faccia perciò BD=x, ed 
i tre lati BC, CA, AB dei triangolo proposto 
si rappresentino rispettivamente con a,b,c ; 
sarà DC =a — x. Segue dal supposto pa- 
DE e CA che sono simili i triangoli BED, 


eguali fra di loro le 


G 



rallelismo delle rette 
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BAC, ed a cau^a della DP parallela ad AB, risultano pure simili 
i triangoli CDF, CBA ; si avranno dunque le proporzioni 

I 

BC : CA BD ; DE, GB : BA :: CD : DF, ossia 

•a : 6 :: j: : de =— , 

a 

• ae—cx 

o ; c :: 0 — » ; DF = i 


Irovéte cosi le espressioni delle due rette ED , DF , poiché per 
la condizione del problema debbono essere eguali fra loro, si ha 
l’ equazione 

bx ac — ex 

■ - » 

a a > 


dalla quale si ricava 


ac 



Se i dati della quistione fossero espressi in numeri , il valore 
della ignota resterebbe determinato sostituendo alle lettere a, b, 
e della formola trovata i numeri da esse rappresentati ; ma quan- 
do i dati sono linee rette, è necessario surrogare alle operazioni 
numeriche le altre corrispondenti di geometria, della qual cosa 
terrem parola di proposito nel capitolo seguente. Per ora osser- 
viamo che dalla semplice forma ^1 valore dell’ incognita si rileva 
potersi la medesima riguardare come quarta proporzionale in ordine 
alle tre rette date b-^c, a, c, essendoché la proporcìone 

r 

6-f-c : a :: c : X 

dà pernii valore trovato qui sopra; e sebbene l’ anzidetto quar- 
ta proporzionale potrebb’ essere determinata separatamente come 
negli Elementi , pure vai meglio servirsi de’ medesimi dati ; pe- 
rò si prolunghi il lato BA in G , sino a che sia AG=AC=6, si 
unisca GC , e per A le si tiri la parallela AD ; e con ciò si avrà 
il richiroto punto D ; si ha in vero 


BG : BA :: BG : BD, ossia 


b-\~c : e :: a 


ae 




15 
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' PROBLEMA 2.» 

182. Trovare un punto sulla base di un triangolo , di mo- 
do che unito con due altri assegnati sulla parallela ad essa , 
condotta pel vertice, succeda che le congiungenti incontrino gK 
(dtri lati in due punti, che stiano ad egual distanza dalla base. 


Analisi . Nel triangolo ABC sia tirata pel vertice A la retta 
DE parallelamente alla base, e sopra di essa parallela sian dati i 
punti D , ed E. Supponghiamo che ì! punto F sia quello pel qua- 
le si avvera che le congiungcnti FD , FE siano incontrate dagli 
altri due lati del triangolo nei punti G , ed H situati ad egual 
distanza dalla base BC, cioè tali che la con- 
giungentc GII sia parallela all' una o all'altra 
delle rette BC, DE : consiste quindi la quistio- 
ne a determinare la lunghezza del segmento 
BF per mezzo delle altre quantità date ( che 
nel caso attuale sono i lati del triangolo, e 
le due rette AD ed AE), sicché restino verifi- 
cate le anzidette condizioni. Facciamo perciò 
BC=a,CA=:6, AB=c. AD=p,AE=q, BF=o! 
c vediamo quali siano le conseguenze che ri- 
sultano dalla supposizione del fatto. 

Dapprima osserviamo cho quando ED suppo- 
nesi parallela a BC, i due, triangoli FBG, GDA 
risultano simili e danno la proporzione 
BF : AD :: BG : GA, ossia x : p :: BG : GA , 
della quale sebbene siano ignote le lunghezze dello rette, che co- 
stituiscono i termini della seconda ragione , pure la loro somma 
jBÌq -|_GA = AB = c è data; se duifque si fa il componendo 
X-+-P : p :: c : AG si ottiene . : - . 



_£P 
X+,' 


ma pcrcliè la determinazione -del punto F dcNe dipendere altresì 
dalla grandezza di \E=q , è necessario tener conto benandie di 
questa circostanza , ed il faremo col paragonare i due triangoli si- 
mili AEil. IIFC, dai quali si ha 

CF : AE CU : HA, ossia a — x : q :: CH : HA, c componendo 


a-i-q — X : q :i b : All, d’ onde 


AH 


bq 

d^q—X 
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Rialane ora a tener conto della condizione che la GH dcv' esser 
parallela a BC , e tanto sarà fatto stabilendo la proporzione 

AG : All :: AB : AG, ossia — ^ — " c : ò," 

jT-j-p a-^-y — X * 

dalla quale, con eguagliare il prodotto de’ termini estremi a quel- 
lo dei medi , si ottiene 1' equazione 

ÒCf hcq 
a'-f-p a-j-'/— X ’ 

la quale risoluta dà 

p-i '/ 

Da questa espressione della ignota si deduce , come nel pro- 
blema precedente , esser la medesima una retta quarta proporzionale 
in ordine alle date p-f-q, p, a ; si potrebbe qnindi determinare 
a parte e valutarla poi sulla base BC a partire da B verso F ; 
ma volendo far servire gli stessi dati alla sua determinazione, ba- 
sterà unire BD, CE , c prolungarle sino al loro incontro in K, 
ehè allora unendo KA , c prolungatidola sino ad intersegare la ba- 
se BC nel punto F , avviene che la BF quarta proporzionale ri- 
chiesta resterà determinata nel proprio sito. Df vero per la nota 
proprietà de' triangoli si ha 

DE : DA :: BC : BF, ovvero p+q : p = a: 

P-t-? 

183. Per trovare le equazioni corrispondenti ai due problemi, 
che abbiamo esaminato, non è occorso impiegare nuove lince oltre 
le date, o quelle che risultavano dal supporli risoluti. Però avviene 
non di rado che ad oggetto di scorgere più agevolmente le con- 
seguenze della supposizione del fatto , 6 necessario congiungore al- 
cuni punti , tirar qualche parallela , elevare qualche perpendico- 
lare ec. Possono cosi presentarsi altre lince , di cui la grandezza 
o risulta data geometricamente, o risulta ignota , c queste nuove 
rette , se torna comodo , possono introdursi nella soluzione del 
problema , il quale quando ò determinato deve sempre contene- 
re tante condizioni distìnte, per quante sono le ignote die si sa- 
ranno introdotte , acciò sia possibile dedurre le altrettante equa- 
zioni che sono indispensabili per la detcriniuazionc delle anzidet- 
le incognite. Tali equazioni molte fiate avviene che si possono 
trovare , eguagliando le due espressioni algebriche , in funzione 
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delle igoole , che si avran potuto determinare per una medesima 
quantità . facendo uso però di due distinte relazioni ^ il che vedesi 
chiaramente praticato nei due seguenti semplicissimi problemi. 

PROBLEMA 3.» 

184. Sopra una data retta costruire un triangolo isoscele, di cui 
ciascuno degli angoli alla base fosse doppio di quello al vertice. 

AnRilai, Sopra la data retta AB sia costruito il triangolo ri- 
chiesto ABC. La condizione di dover essere l’angolo in C metà 
dell altro BAC induce a tirare la bisecante AP , chè allora ap- 
parisce immediatamente come sia conseguenza delle condizioni 
■dell’ enunciato l’essere isoscele ciascuno de’ triangoli ABD, ADC, 
e però simili all’altro ABC; quindi è che rap- 
presentando con a la data base .con a; il lato 
BC, e con y la base BD del triangolo BDA, si ha 
CB : BA :: BA : BD, ossia x : a a : y, 

d’ onde ary=o* , 

e poiché CB— BD=CD=DA=AB si ha con la 
sostituzione de' simboli 

x—y=a , 

od eliminando y tra questa e la precedente equazione si ottiene 
l'altra x’ — flx=a*, 



Da questo valore si scorge dover essere la retta ceix;ata x com- 
posta da due parti, di cui l’ una pareggia la metà della data ba- 
se , e 1’ altra eguaglia la retta corrispondente al radicale. Or se 
si ponga mente che il radicale dinota la ipotenusa di un triangolo 
rettangolo che ha per cateti la data base a, e la sua metà ui , si 
comprende come de’ due valori della x il secondo risultand*o ne- 
gativo non conviene alla quistione proposta nel senso diretta del 
suo enunciato. Ma riserbandoci di far rilevare in svilito quello 
si dee su tale oggetto, facciamo per ora notare che la espressione 
positiva trovala per x conduce ad una semplice composizione , la 
quale consiste nell' elevare, peipendicolarmente a BC dal punto B, 
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I 4 retta BE=-;a, unire 'AE. e nel prolungamento di BE taglia- 
re una parte EF s £A, cbè in tal modo si ba > 


F=BE-+-EF=-?-|-^ 


PROBLEMA 4.» 

185. Dato «n cerchio, e data la perpendicolare in un dermina- 
to punto di un diametro , tirare per V estremo di questo una 
corda , siccM la parte intercetta fra F altro estremo di essa e 
la perpendicolare risulti di data grandezza. 

Analisi. Supposto, come al solito, essere AD la retta clic 
risolve il problema, doè tale, che risulti EU eguale ad una ret- 
ta data PB, facciamo 

j, AB=a, AC=6, PR=p, AD=x, 

ed osserviamo che dovendo essere per una con- 
\A dizione del problema ED=p , conseguila 
AE= X — p. 

y y Se dunque tenendo conto di qualche altra con- 

y' dizione , implicitamente 0 esplicitamente con- 
^ tenuta nell’ enunciato , trovassimo un’ altra e- 
" spressipne algebrica della stessa AE .'eguaglian- 
dola con la già trovata , avremmo l’ equazione del problema. Or 
poiché la AE costituisce un lato del triangolo AEG , ognun ve- 
de la convenienza di unire la corda BD , chè cosi nel parago- 
nare i due triangoli simili AEG , ABD si tien conto dell altra 
condizione richiesta di essere cioè la AD , ossia la x , corda del 
dato cerchio , e si ha la proporzione 


da. cui si ricava 


X : a :: 6 : AE, 

AE = “Ì. 

X 


Eguagliando i due trovati valori della retta AE si ottiene 


X— p = —, ossia X* — px=ab, 

X 

rh’ è r equazione dell’ enunciato problema. 

Essendoci proposto di far vedere come debba regolarsi la Ira- 
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duzIoDe dei problemi io equazioni, trasandiamo per ora ogni al- 
tra indagine per mostrare in qual modo ai possa determinare 
geometricamente il valore che ai ottiene per l’ ignota risolvendo 
• la trovata equazione ; ed a solo fine di far vedere come di uno 
stesso problema se ne può trovare 1' equazione analizzandolo di- 
versamente, riportiamo il seguente ch’ò stato scelto tra quelli ri- 
soluti da Newton nella sua Aritmetica universale , il quale pro- 
blema per essere adattatissimo a tale scopo , è stato riportato 
da molti , come de Fourcy , Delisle e Ceroso ec. 


PROBLEMA 5.“ 

186. Date tre rette, determinare il diametro di quel semicerchio, 
in cui le medesime possono essere adattate successivamente, sic- 
ché ne risulti un quadrilatero iscritto di cui il diametro fosse 
il quarto lato. 


Analial. Sia ABCD il quadrilatero iscritto nel cerchio di 
cui i iati AB, BC. CD eguaglino altrettante rette date, da rap- 
presentarsi rispettivamente con a, b, c. Si tratta di determinare 
il diametro AD = x. 

La grandezza della retta ignota deve di- 
pendere da quella delle altre date AB, BC, CD, 
e dagli angoli che queste fanno tra loro; or 
questi poiché non sono assegnati esplicitamen- 
te, ma invece per mezzo della condizione che ^ 
i loro vertici stanno sopra la semicirconferenza , cosi nell’ impe- 
gno di scovrire una relazione di uguaglianza fra le quantità co- 
gnite ed incognite, si dee tener conto di tale circostanza, il che 
mena a varie conseguenze. 

/.• Solunone . — Supponghiamo in prima rilevarsi che con 1’ u- 
nire BD si forma un triangolo rettangolo , in tal caso ognuno 
s' avvede potersi determinare una espressione algebrica per BD; 
si ha in eiletti 



BD=r x*-a*. [1] 


L’ equazione sarebbe trovata, se della stessa retta BD potesse aversi 
un’altra espressione, la quale dipendesse dalle rimanenti condi- 
zioni non per anco tenute presenti, le quali sono appunto dover 
appartenere il punto C al semicerchio di cui AD è diametro, e il 
dover essere distante dagli altri B e D per quanto sono le rette 
b, c c. Questa idea mena alla considerazione del triangolo BDC, 
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il quale pe' noti teoremi di Geometria darebbe una espressione 
per BD , se si conoscesse la parte di uno de' Iati, che compren- 
dono V angolo ottuso G , intercetta Tra detto angolo ed il piede 
della perpendicolare abbassatale dal vertice opposto ; per tanto si 
prolunghi DC, e le si tiri la perpendicolare BE, e con ciò la qui.* 
stione è ridotta a trovare una espressione per CE, con la veduta 
di essere il punto G vertice di un quadrilatero iscritto in un cer- 
chio. Riflettendo a tale circostanza si scorge che i due angoli BAD, 
B€E sono eguali per essere entrambi supplementi dello stesso BCD, 
e risulta quindi che sono simili i triangoli ABD, BGE, d' onde 

. ..... nò 

DA : AB :: BC : CE, ossia « : o :: ò : CE= — 

X 

Ma per. essere BD =BC -|-CD -1-2DC.CE , si ha con la sostitu- 
zione de' simboli 

a / 2abc 

BD = l^ò'-+-c*+—. [2] 

' X 

ed eguagliati da ultimo i valori [1] e [2] della stessa BD , ed 
ordinando I' equazione risultante, si ottiene 

x’— (a*-l-6*-H:*) X— 2oòc=o. 

Soluzione. Trovata l’espressione algebrica di CE , avrebbe 
potuto riflettersi che dai due triangoli rettangoli BDE, BCE si ha 



in conseguenza 



e praticando le debite riduzioni si avrebbe parimente 
X* — ( a*-f-ò*-|-c*) X — 2abc = o. 

S.* Soluzione, Una conseguenza più diretta, in rapporto a ciò 
che si è osservato nell' analisi che precede la prima soluzione del 
nostro problema , è che il rettangolo delle due diagonali deve 
eguagliare la somma di quelli contenuti dai lati apposti (68) , 
il che impegna a determinare l’espressione algebrica delle due 
rette BD ed AC , che ad evidenza sono 


J/ X*— X* — c*, 
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si ha quindi l’equazione . • 

, x' — a* Y ~ «*— e* =ba>+-ac , 

la quale venendo ordinata e divisa pel fattore comune x dà la 
medesima' equazione 

jr ' — ( aM-i»*-!-*® ) X — Sabe — o . 

187. Questa ultima soluzione del problema può ritenersi come 
sufficiente per mostrare io qual modo la conoscenza delle proprietà 
che riguardano più da vicino i| soggetto della qiiistione ne agevoli la 
soluzione. Inoltre" da* pochi esempi riportati in questo capitolo può 
dedursi che neH'applicare la regola Platonica per trovare l'equazione 
di un problema riesce quasi sempre utile la considerazione delle 
proprietà de’ triangoli rettangoli , delle figure simili e delle li- 
nee proporzionali , che risultano dall' aver supposta risoluta la qui- 
stione , e dall’ aver impiegato ausiliarmente altre linee che la 
natura del soggetto avrà potuto far giudicare convenienti. In 
tutti i casi è manifesta la convenienza d’introdurre le notazioni 
algebriche quando già siansi riconosciute le quantità, che fanno 
parte delle relazioni, le quali conducono alle equazioni. 

1 88. La diversità dell' equazioni che corrispondono ai diffe- 
renti problemi ha dato naturalmente origine alla loro classifica- 
zione in gradi , dicendosi di primo , secondo , terzo grado ec. 
quei problemi cui corrispondono analoghe equazioni. 

Non però è da avvertire che per dichiarare una quistione del 
tale 0 tale altro grado conviene che si fosse certo del massimo gra- 
do di semplicità della corrispondente equazione, non essendo co- 
si per quella che in un proÙema è prima a presentarsi , potendo 
avvenire o che s' Impieghino considet'azioni non assolutamente ne- 
cessarie , o che siano generali piu di quello che convenga. &(a 
poiché l’esame delle considerazioni tenute presenti per la ricer- 
ca della equazione di un problema non è tanto difficile e vago, 
quanto il decidere se poteano essere più semplici le locali, che 
avean potuto essere impiegate nella risoluzione di esso ottenuta 
con l'analisi Geometrica {(>(>) , cosi van giustamente contenti i 
moderni di riguardare l’impiego dell’Algebra come più acconcio 
per la classificazione de’ problemi. 

189. Vedremo da qui a non molto come tutti i problemi di 
primo e di secondo grado van sempre compresi tra quelli che 
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gli antichi han chiamato piani ; infrattanto avvertiamo, non es* 
seir vera l’ inversa di questa proposiziona , potendovi essere qui- 
stioni geometriche piaiu , cui corrispondono equazioni di ^rado 
superiore al secondo. Ciò sarà dimostrato in ini modo generalis- 
simo dopo che avremo trattato della linea retta c del cerchio 
col metodo delle coordinate , e sarà in quella occasione che fa- 
remo vedere la particolarità che si verifica nell’ equazioni di gra- 
do supcriore al secondo e corrispondenti ai problemi piani. 

190 . Relativamente alle quistioni nelle quali vi sono più igno- 
te , con^'ene dichiarare che per le ditìinu relazioni che neces- 
sitano per istabilire il corrispondente numero di equazioni deb- 
bonsi intendere quelle per le quali si verifica non potersi dedurre 
le une dalle altre: di modo che se il numero di tali relazioni 
‘è minore di quello delle ignote che la quistione presenta , la 
medesima sarà indeiertninaia , dacché si hanno equazioni in mi- 
nor numero delle ignote. 

Laonde se da un problema determinato si tolga una condizio- 
ne diverrà indeterminato; e se ciò si pratica due volte, toglien- 
do ora una ed ora un'altra condizione , si avranno due problemi 
Indeterminati i quali considerati insieme risolveranno il primo , 
in conformità di quanto fu detto (39) allorché si tenne parola 
dell’ uso de' luoghi geometrici , e che verrà confermato da quan- 
t' altro sarem per esporre al proposito. 

Si comprende da ciò come 1' Algebra si possa impiegare nella 
ricerca de' luoghi geometrici , e prestandosi essa maravigliosa- 
mente allo esame delle loro forme , e dello loro proprietà , é 
avvenuto non trattarsi altrimente la interessante teorica delle cur- 
ve ; appunto come sarà da noi stessi praticato nella sezione quarta. 

Riserbandoci sviluppare in prosieguo altre idee intorno alla 
maniera di applicare 1' Algebra alle quistioni di geometria , co- 
minciamo a dar conoscenza de' metodi che conviene mettere in uso 
per passare dalle formole algebriche alla determinazione delle linee, 
delle superficie o de' volumi che possono le medesime rappresen- 
tare, ed in prima esaminiamo ciò che si verifica in una formola 
quando è il risultamento della traduzione algebrica di una quislio- 
ne di geometria. 


10 
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CAPITOL0 II. r,. 

« i 

DILLA OKOGBIEITa’ B DELLA COSTICZIOIB SELLE ESEBE^OII 
ALGBBHCaB. . ' - - 

Dell« oHiogeneMA. 

r • I 

191. Quando si conviene che una senaplice lettera rappre- 
senta una determinata retta , nota o ignota che sia , ne segue, 
per le ovvie regole di geometria , che l’ espressioni ddle supcr- 
ficic debbono avere due dimensioni , cioè debbono essere formate 
da due fattori lineari , c che 1' espressioni de' volami ne conten- 
gono tre. Cosi so. a, b,c rappresentano tre rette, l' espressioni 
ab, ac, bc , indidicraniio altrettanti rettangoli co’ lati eguali alle 
retto indicate dalle rispettive lettere ; ed obe dinoterà il volume di 
un parallelepipedo rettangolo che ha per costole le tre rette date. 

È del pari evidente che la media proporzionale fra due rette 
a, b debba avere per notazione V ab , c che al lato di un trian- 
golo rettangolo conveiTcà una espressione della forma y a*±h'‘ 
c poiché tutte l’ espressioni radicali quadratiche di quantità com- 
plesse omogenee di due dimensioni si {x)ssono ridurre sempre ad 
avere una delle due soprascritte forme , come non tarderemo di 
far vedere , cosi può dirsi che i radicali quadrati esprimono li- 
nee rc{te quando la quantità sotto|)osta al segno radicale ha duo 
dimensioni, il che va perfettamente d'accordo con la regola, se- 
condo la quale è detto in Algebra doversi valutare le dimensio- 
ni de' radicali. 

192. Ciò posto; quando la soluzione di un problema si fa 
dipendere da una certa ignota x, ò a notare che l'equazione cor- 
rispondente, da determinarsi con le condizioni comprese nell'e- 
nunciato, non può essere altrimenti stabilita che con 1’ eguagliaro 
somme algebriche di espressioni letterali dinotanti lineo, superficie 

0 volumi , ovvero con passare ad eguaglianza da una proporzione, 

1 cui termini esprimessero le stesse quantità geometriche. È dun- 
que una conseguenza necessaria, che quando una equazione è la 
traduzione algebrica di una quislionc di Geometria , debbe costa- 
re di termini della medesima dimensione , o come suol dirsi 
dev’ essere omogenea. E poiché tutte le operazioni inservienti alla 
determinazione della ignota non ne alterano la omogeneità, cosi 
avviene che nell' equazioni di primo grado quando dccomponcsi 
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il mombfO' ignoto in due faliori , d«' <fuali uno sia riuougni'* 
U , il cocQkienle di qtiusta , osata il «kaominaturc delia l'raziu* 
Bo ebo Ite r^prosoola il valore , oltre di conservarsi omogeneo 
à Unite dimensioni di meno deli membro noto , ossia numeralo* 
re dell'r^pressieae dell' ignota , per quante ne ha l’ ignota istcs- 
sa. Si comprende da ciò die quando la x si è impiegàla per 
rappresentare una linea . una siiperOcie o un volume , avendo 
essa una , due , o tre dimensioni , lo corrispondente espressione 
le Ite rute , se frazionaria c complessa ..dev’essere omogenea ed 
avere una . due o tre dimensioni di pili nel numeratore di quel* 
le che trovatisi nel dcnoiniiialorc. Ragionando in una maniera 
analoga si mostrerò clic la parie razionale do’ vabri dell’ ignota 
tratti da una equazione di sccoiidu grmlo, dee soddisfare alla me- 
desima condizione, u che la quantità sottoposta ai radicale si tro- 
verò di due dimensioni se l’ ignota' è una retta , di quattro so 
rappresenta una superficie, e di sci se un solido. nJii, 

III tulli i casi ò utile sapere clic l'ignota è d’ordinario ado- 
perala per rap|ircsenlarc una retta : citò, quando il quesito di 
una qiiistionc fosse una superficie o un volume si è uso ìulrodur- 
re per incognite le rette , clic sono atto alla loro determinazio- 
ne. È perciò che ci occuperemo n preferenza della costruzione 
grafica dell’ espressioni lineari , accennando solo quanto bastereb- 
be pc^r la determinazione delle superficie c de’ volumi. 

193. Nell’ cquaziorti de’ problemi , o per conscguente nelle 
formolo clic da esse deduconsi per valori delle ignote , cessano di 
verificarsi le condizioni di omogeneitò quando nel calcolo vicii con- 
siderata come unità una qualche retta che ne fa parte , o quando 
un qualche numero viene rappresentato con una lettera ; di modo 
clic se nè f una nè 1’ altra di queste due ipotesi avesse avuto luo- 
go, la mancanza di omogeneitò sarebbe uii certo indizio di er- 
rori commessi nel calcolar la ignota. La ragione intrinseca di ciò 
è dovuta alle seguenti considerazioni. 

Quando si rappresentano con lettere tutte le linee che si 
fanno entrare nella composizione di una equazione , ò come so 
fossero rapportale tutto ad una stessa unità , che può dirsi tm- 
piletta. Or questa unità comunque si faccia variare , sempre lo 
diverso parti di una medesima equazione debbono conservare la 
medesima dimensione. Di vero supponendo chu la prima unità 
stesse all’ altra, die si vuole introdurre, nei rapporto di 1 ad ii, 
^ poiché i numeri sono tra loro nella ragione inversa delle unità , 
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le rette espre^ a, b, e, 0 , ec., eoi ^nglamento d^ia prima 
nnitii saranno rfspettiramente Indicate da au, bu, eu, xu, co. ; 
quindi rattrgvandosi u ripetuto urto st^so numero di volte «tnn 
fattore in tutti i tenoioi dell' equazione del problema, si potti 
togliere, e l’equazione rimanendo della stessa forma :primitini 
darà , in eonlUtaiU di quel che si è detto qui sopra, un vaio» 
re omogeneo per r ignota. €osl nell* equazione' F (a,btc, 0 ...)=o, 
$c ogni termine he per somma' di tutti gli esponenti il numero 
m, 0 ciò che torna lo stesso, se m è il grado di omogenei- 
tà , cangiando l'unità si ha F( nu, òu, ew, xu, ... ) = 0 d'onde 
ti”' F(n, b, c, X, ..i )=o ,1 e questa ultima equazione , per effetto 
della proposta resta soddisfatta indipendentemente n da u. Non 
potrà dirsi oltrettanto, quando per ragione di altra particolare 
veduta , fosse considerata come uuità esplicita una delie quantità 
che debbono entrare nella composizione delle equazioni , seiua 
che per altro si fosse curato di stabilire 1' analogo cangiamento 
di forma nei simboli delle rimanenti. 1 I 

194. La inalterabilità della forma di una equazione, quando si 
cangia l' unità implicita, costituisce il priocipio fondamentale della 
legge di omogeneità. Nelle equazioni anche quando contengono quan- 
tità eterogenee e rapportale ad unità dipendenti e indipendenti fm 
loro, la delta legge si verifica purcliè nell' applicarla si abbia riguar- 
do al cangiamento che avviene ai simboli delle diverse quantità. 

Cosi por dare un esempio elementarissimo di equazioni , che 
contengono quantità eterogenea, le cui unità implicite sono dipeu- 
denti 1' una dall' altra , ricordiamo che quando rappresentasi con 
R r area del rettangolo, di cui a sia l’altezza c b—e la base, si ha 

, R=a(6 — c). 

Or la dipendenza di' esiste fra le grandezze delle aree, e quel- 
le delle rette che le misurano, rende chiaro che se le notazio- 
ni delle rette vengono moltiplicate per un numero , quelle delle 
superficie lo saranno pel quadrato delle stesso numero. Se dunque 
nelle soprascritte relazioni s’ intenda cangiata I’ unità per modo 
che { simboli a, 6, c, diventino ou, bu, cu, l' altro R deve mu- 
tarsi in Ru*, e la novella forma della equazione sarà 

Ru*=a«*(6 — c). 

da cui togliendo ii fattore comune u*, si ricade nella primitiva 
eguaglianza la quale i perciò omogenea.' 
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. Simili osservazioni potrebbero essere applicate ali’ equazioni (che 
più frequentemente is’ ineoDtrano nelle matematiche miste), con 
termini trascendenti, non meno a quelle in cui una medesima 
quoitità dipendo da più- unità prive affatto di nesso. 

’IOS. Quando si -sa che una espressione deve rappresentare 
nna linra o una superficie o un volume, tuttoché non omogenea, 
per avere introdotto un qualche dato per unità esplicita , sarà fa* 
Cile in virtù di ciò che si è detto farle acquistare la dovuta forma 
omogenea. A tal uopo basta aggiungere come fattore nei termini 
che trovansi in difetto della conveniente dimensione una lettera in 
luogo della unità , ed elevarla poi ad una potenza pari al numero 
de’ fattori che mancano in quel termine ; oo^ quando si conoscesse 
preventivamente che x rappresenta una superficie » e si avesse 
r espressione • 

a‘—a'b'+e 


per farle acquistare la omogeneità sarà' sufficiente di rimpiazzare 
l’unità con tn, e scrìvere la detta formala come appresso 

' fl’m* — a’fe’4-cm* 

x=- 

. b ’ — flcin „ 

Similmente nell' ipotesi che a si fosse impiegato per indicare un 
numero, dovrebbesi riguardare come omogenea la retta rappre- 
sentata dalla formola 

oà* — c* 

• • x=- 

b — ap* 

C^traslone dell’eaprcMlofil algcbrielte. ■ 

196 . La più semplice espressione algebrica complessa di una 
linea retta , è quella che contiene la somma o la differenza di 
più lettere che rappresentano altrettante rette. In tal caso è ben 
chiaro che resterà costruita la formola , disponendo le rette , 
rappresentate dalle lettere affette dal segno più, le une di segui- 
to alle altre con ordine arbitrario, e staccando poi, a partire da 
un estremo dell’ intera linea cosi formata , la somma delle altre 
rappresentate dalle lettere affette dal segno meno. 

Con r indicato procedimento si costruisce ogni formola, nella 
quale la somma delle quantità positive è maggiore di quella del- 
le negative. Ma non è altrimcnU che debbesi operare quando av- 
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vicoe il contrario , chè aHora la correiione da farai, per togliere 

lu impossibilità manifestala algebricamente dal segno meno , -con- 
siste in aumentare la prima linea per quanto è il valore nega- 
tivo delia formola , considerato assolutamente ; o tanto viene pre- 
cisato dalla parte della retta che si stacca , ia quale cado al di 
là del punto, in cui si era sup|>osto aver cominciamenlo la prima 
retta, in guisa che il valore negativo della formola è rappresentato 
geomclricamcute da una retta situata in direzione opposta a quel- 
la che avrebbe avuta , se si avesse dovuto considerare positiva- 
mente. £d invero quando dev'essere considerala positivamente 
la direzione e la grandezza di una retta, è indispensabile di aver 
riguardo al punto d’onde supponesi aver essa cominciamento ; ed 
ò ben chiaro che la sua grandezza ^dipende dalia posizione dell’ al- 
tro estremo, di modo clic la retta aumenta o diminuisco in lunghez- 
za, a misura che detto estremo si allontana o avvicina all' origine. 

Or se una retta x=a — b dovesse costruirsi su la OX, a par- 
tire dal punto 0 e secondo la direzione OX , conviene ta^ia- 

rc OA = a e quindi per diminuirla 
O' B* o a A X di quanto è 6, è necessario che 1’ c- 
' stremo A si faccia avvicinare all’ o- 

riginc O per quanto è b, locchò si ottiene tagliando da A verso 
O una parte AB=b. Ma so la retta espressa da b fosse AO', cioè 
più grande della AO=a per quanto 00', ognuno si avvede che 
per togliere la impossibilità si dovrebbe trasportare la primitiva 
origine O in 0', al di là del punto O relativamente all’ estremo 
A. Se dunque si rappresenti con c la diOcrenza assoluta tra le 
quantità a e 6, quando a è la maggiore si ha a — i=-f-c=OB , 
ed al contrario quando a è minore di b si ha a — b— — c=OB' ; 
vai quanto dire le rette OB, OB' corrispondenti ai simboli -f-c, — c, 
sono eguali in lunghezza c dirette in senso contrario. ‘ 

Per effetto di queste considerazioni rimane giustifìcata la re- 
gola di dover cosiruire il valore assoluto di una qualsivoglia e- 
spressione algebrica lineare , e poi , a partire dalla fìssala origi- 
ne , computarlo nella stabilita direzione se positivo o nella op- 
posta se negativo. 

In molte delle quislioni seguenti avremo occasione di vedere 
confermata semprepiù la delta regola, e noteremo i vantaggi che 
ritrae la Geometria dalla considerazione deUe quantità negative. 

òc 

197» Se la retta da costruire fosse *=“» poiché tal valo- 
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re «i può riguardare come derivato dalla proporzione a : ò :: e : x, 
la costruzione si riduce a trovare una quarta proporzionale in or- 
dine a tre rette date , per il che si può far uso delle proprie- 
tà de' triangoli simili , o delle corde che s’ intersecano nei cer- 


chio : si possono avere perciò diilerenti soluzioni dello stes- 
so problema , le quali ila bene averle presenti per potere adot- 
tare quella 'che meglio conviene in ciascun caso particolare ; 
dappoiché tutte le costruzioni per essere eleganti debbono re- 
golarsi In modo da impiegare per quanto è possibile gli stes- 
si dati della qubtione che à dato origine alla formola , sic- 
ché la retta cercata resti determinata nel proprio sito , appunto 
come si é praticato nei problemi risoluti precedentemente, e co- 
me praticheremo negli altri che sarem per esporre. A tal 8ne 
ricordiamo le seguenti determinazioni di una quarta proporziona- 
le in ordine a tre rette rappresentate da a, b, c. 

l.<* Esibiscasi un angolo BOD ; si taglino sopra uno de’ lati , ed 
a partire dal vertice, due porzioni OA, OB eguali rispettivamen- 
. te ad a, e 6; sull’ altro lato si faccia OC=c, 

ed unita AG , dal punto B le si conduca la 
parallela BD ; sarà OD la quarta proporzio- 
A E~ naie richiesta , dappoiclié per la simiglian- 
fig- /. . za do’ triangoli BOD, AOG, si ha 



OA : OB n OC : OD, ossia 


vC 

a :b :: c : OD= — =x. 

a 


2.® Sopra uno stesso lato dell’ angolo si faccia OA=o, OC=e 
e sull' altro taglisi OB=b ; unita AB e con- 
dotta la parallela CD , sarà pure OD la ret- 
ta espressa dalla formola 
.o a 

In entrambe le anzidette relazioni, delle due 
rette che tagliansi nel medesimo lato dell'ango- 
lo a partire dal vertice, invece può la seconda tagliarsi di seguito alla 
prima, cosicché facendo (fig. 4.*) OA=ó,AB=6,OC=c, sarà CD=x; 



fio- 


o pure (fig. 2.“) se taglisi OA=a, AC=c,OB=6, sarà BD=x. 

3.® Sopra una retta OB (fig. 4) si taglino OA=<i, OB=6; pel 
punto A si conduca in direzione arbitraria AC=.c, e quindi unita OC 
si tiri la BD parallela ad AC, sarà BD la quarta proporzionale x. 

Del pari si avrebbe CD=x (fig. 2), se si tagliassero sul me- 
desimo late dell’ angob le due parti OA=a, OC=c, e si tirasse 
in direzione arbitraria la AB=6. 
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4.” Taf^liands sopra una'iiledcsima retta due porzioni conse- 
cutive AB~a,-BC=6, se determinasi una qualunque juirallela FF', 
e sopra essa facciasi ED=c, congiungendo le 
due rette AE , BD e prolungandole sino al 
loro incontro in O , unito OC , sarà DF la 
quarta proporzionale richiesta attesoché 

AB : BC :: ED i DF. 

Si può far Dso ancora delle congiungenti 
AD, BE , le quali s’ intersegano nel punto O', 
ed allora unendo la retta CO' e prolungandola lino ad incon- 
trare ìn F' la retta FF' parallela ad AC, sarà EF' la quarta pro- 
porzionale richiesta, come chiaro apparisce per la somiglianza de* 
triangoli ABO', O'DE, c da quella degU altri due CBO', EO'F' 
ì quali danno 



AB : ED=BO’ : 0'E=BC : EF', ossia a ; c :: 6 : EF'= - = a: 

a 

5.* Finalmente ricordiamo potersi determinare la quarta pro- 
porzionale facendo uso di due rette AC , BD , .le quali s’ inter- 
seghino sotto un angolo qualunque ; poiché se 
facciasi OA=o OB=6, OD=c , e per i tre 
punti A, B, D si faccia passare una circon- 
ferenza di cprcliio, sarà OD la retta x quarta 
proporzionale in ordine alle OA, OB, OD che 
pareggiano rispettivamente le rette rappresenta- 
te da a, b, c, 

b* 

Se la espressione da costruire avesse la forma x=— si scorge- 

a 

rebbe facilmente essere quistione di trovare la terza proporzio- 
nale in ordine ad a e 6, e potrebbe usarsi una qualunque delle 
soluzioni esposte per la ricerca delia quarta proporzionale in or- 
dine a tre rette date , supponendo che le due ultime siano egua- 
li. In alcune circostanze però riesce piu conveniente profittare 
del teorema, che una corda è media proporzionale fra il diame- 
tro che passa per uno de'suoi estremi, ed il segmento adiacente 
determinato dalia perpendicolare abbassata dall' altro estremo. In 
tali casi sopra una retta AB=a (fig. ug.) si descrìva un semi- 
cerchio ACD : per A si faccia passare una corda AC=à , c dal 
punto G si abbassi la CD perpendicolarmente ad AB; - com’ è evi- 
dente, sarà AD la terza proporzrónalo richiesta. 
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Quando la retta rappresentata da 6 fosse maggiore dell’ altra 
rappresentata da a, l' anzidetto soluzione cade in difetto , ed allora 
può invece sostituirsi la seguente : sopra una 
retta AD==a, si elevi una perpendicolare DC; 
col centro A e con l' intervallo AC=6 si de- 
scriva un arco di cerchio (non segnato in fig.), 
il quale dorrà incontrare la DC in un punto e sia C : da questo 
si tiri CB perpendicolare al raggio AG. ed il punto B, ove la GB 
incontra la AD prolungata, determina la retta AB che sarà la terza 
proporzionale in ordine ad AD ed AG. 

1 98 . Passiamo ora ad espressioni alquanto pili complicate, cd 

in prima sia x= — j; 

tnn 


la retta da essa' rappresentata si ottiene con la determinazione 
successiva di terze o quarte proporzionali pari in numero alla 
dimensione del denominatore. Di vero si ha che 


ab* e ab b e 

mn* ~~ m n n ’ 

so dunque si chiami à' la quarta proporzionalo in ordine alle 
rette m, a, b determinabile come sopra, e raiqiresentisi con k'* 
quella in ordine ad n, k', b, il valore di x sarà dato dalla quarta 
proporzionale determinata in terzo luogo, in ordine ad n. A", e e, 
essendoché si ha 

ab e ab h e A'à £ A"c 

~ mn* “"«’n n“n’n~~ii 

Nell’ effettuare la determinazione delle varie e succcsive quar- 
te proporzionali , riesce elegantissimo servirsi di un angolo {stes- 
so c, a partire sempre dal vertice , tagliare alternativamente so- 
pra i lati le rette rappresentate succ^ivamentc da tutti i fat- 
tori di primo grado del numeratore e del denominatore , cd u- 
nire poi il secondo punto di divisione col quinto , il terzo col 
sesto , ec.; poiché operando siffattamente se dai primo punto di 
divisione si tiri una parallela alla prima congiungente sino ad in- 
contrare r altro lato dell* angolo , e se dal ponto d' incontro si 
conduca una parallela alla seconda congiungenle sino ad incontra- 
re il primo lato, e cosi di seguito, si troverà costruita la igno- 
ta retta , la quale sarà quella parte del lato , che viene inter- 

17 
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segato dalla parallela all' ultima nongiungente, a che si trora in* 
tercctta Tra il vertice dell'angolo ed il punto d' incontro. Cosi vo- 
lendo costruire la soprascritta espressione , si tagli- 
no allernalivamcnte su'lati dell'angolo O le parti 
1 2 3 4 5 6 7 

OA, OB. OB', OC, OM. ON, OX', 
eguali rispettivamente alle rette rappresentate da 
a, b, b, c, m, n, n; I 

, si tirino le congiungenti BM, B'X. CN', e quindi 
conducaiisi le parallele AU, UV, VX: sarà la retta 
OX quella die corrisponde alla proposta frazione. 

Dopo ciò si è nel caso di costruire qualunque 
espressione frazionaria razionale con denominatore 
monomio , dappoiché sarà sempre decomponibile 
nella somma algebrica di più frazioni tutte di forma simili alla pre- 
cedente ; appunto come vedesi nell' esempio 

a*c rd* 

^ ab^d bd 6* ab' 

Relativamente all' espressioni frazionarie razionali complesse, si 
può notare che le medesime si possono esibire sempre , in maniera 
da farvi essere in ciascun termine due fattori, de* quali uno mo- 
nomio e l’altro complesso di primo grado; cosi nel caso di 

.1 a* 

ab r -f- b c 

b 

x= , 

a*— òc 

moltiplicando e dividendo il numeratore per ab , ed il denomi, 
nature per e , si ha 



e rappresentando con m ed ni fattori complessi de'due termini, 
che si costruirebbero come qui sopra si è detto , si ottiene 


abm 



le quale forinola si costruisce col mezzo di, due quarte proporzionali. 
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Se in quest' iiUimo esempio invece di far etre fattori, de’ due 
termiat le quantità aft e c si fossero adoperate le altre b* e b, si 
a\rebbe avuto il risultamento più semplice 

T-« 

Conviene dunque in simili trasformazioni adoperare, come molti- 
plicatori de' due termini delle frazioni , quantità le quali men- 
tre semplificano quelle che debbono restare in parentesi, hanno 
fra loro il massimo numero di fattori comuni. 

La scelta di siffatte quantità dipende, com' è chiaro, dalla for- 
ma particolare della frazione , la quale si costruirebbe facilmente 
in virtù di ciò che si è detto, quando avesse termini decompo- 
nibili in fattori di primo grado. ' 

199. Tutte le espressioni irrazionali di secondo grado, o di 
altro indicato da una potenza del numero due , e che hanno 
sotto il segno radicale quantità omogenee di due dimensioni , 
rappresentano rette costruibili con l'uso de’ luoghi piani. Di ve- 
ro la forma più semplice che gli anzidetti radicali possono avere 
è una delle tre 

x=y' cd) , X = y a*-^b*, x=y~a—b* 

le qtiali provengono dal risolvere rispettivamente l’ equazioni in- 
complete di secondo grado 

»»=aò, a:*=o* — 6*. 

Or di queste equazioni la prima si può riguardare come deriva-> 
ta dalla proporzione a : x :: x : b, e si rileva però che la retta 
X cui corrisponde l’ espressione ^ ab è la media proporzionale fra 
le due a e à; e per conseguenza si potrà costruire come sopra. 

La composizione dell' altra equazione dimostra co- 

me la a; è ipotenusa di un triangolo rettangolo di cui sono cateti 
le rette a e b; del pari d alla rimanente equazione si scorge co- 
me il valore x = \/ a' — 6* è quello del secondo cateto di un trian- 
golo rettangolo che avesse l' altro eguale a ò, e l' ipotenusa ugua- 
le ad a. Questa ultima equazione si può anche riguardare come 
proveniente dalla proporzione 

a-l-6 : X X : n — b , 
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e quindi il anrispondenlo valore delia x, cioè y — è* ai potrà 
costruire con la ricerca della media proporzionale fra le rette 
o-f-6 ed a — b. 

Se poi si avesse o*+6*— «•, si otterrebbe la 
linea cercata mediante una successiva determinazione di triangoli 
rettangoli : cosi costruendone uno che avesse per cateti a e 6, se 
la ipotenusa di esso vien rappresentata con m si avrà a*+b*=m*, 
e perciò il radicale primitivo si muterà nell' altro 

V »»’ — »• ; 

costruendo poi un secondo triangolo rettangolo con un cateto e- 
gualc a c, e con una ipotenusa uguale ad m , se s’ indica l' altro 
cateto con « , sarà «»■—«■ =n*, e !a forinola proposta sarà ri- 
dotta alla seguente 

V'n'H-d*— e*, 

ai cui due primi termini si potrà sostituire ii quadrato deH'ipo* 
tenusa p, da determinarsi con un terzo triangolo rettangolo. Da 
ultimo si costruirebbe similmente 


V'p*— e*. 

0 si otterrebbe il cercato valore della x. 

Ogni altra espressione radicale di secondo grado di un poli- 
monio omogeneo di due dimensioni si costruirà facendole acqui- 
stare con le opportune trasformazioni e sostituzioni una delle for- 
me considerate qui sq>ra, e serbando un procedimento anali^o a 
quello adoperato per le funzioni razionali. Cosi se si avesse l'e- 
spressione 

«= / tn* — ^2ÒÒ, 

per trasformarla in prodotto di due fattori lineari, com’ è la pri- 
ma delle formole costruite nel rominciamento di questo numero, 
basterà moltiplicare e dividere per tn la quantità sottoposta al se- 
gno. Si avrebbe allora 

a;=Vm* — 2aft=j/ 

e rappresentando con n la rctU diw^ata della differenza m— — 

tn 
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(di cui la seconda parte si otterrebbe per meno di una quarta 
proporzionale in ordine ad tn, 2a e b) la proposta espressione si 
riduce ad x=\/nm^ e quindi si costruisce con cercare la media 
proporzionale fra le due rette m ed n. 

Se al termine ia!b del radicale primitivo si fosse sostituito ii 
quadrato equivalente p*, di cui ii lato è la media proporzionale 
fra le rette 2a e 6 , si avrebbe avuto 

x= y/ m’ — iab= ^ m* — p*= \/ (»H-p) {«» — P)t 
e ciascuna delle due novelle forinole sarebbe stala costruibile im- 
mediatamente. 

Per un secondo esempio proponghiamoci costruire la espressione 


X 



, ade 

-i-^r 


Mellcndo — =*n, *i polrcbbeto determinare 

dì 

rette ausiliario m ed n » c la formola proposta divenendo 


le 


a {a — wH-n) 

esprimerà la media proporzionale fra le due rette a, ed a— 
Se invece si fossero stabilite l’ equazioni 


~d~ d 


. e=zm*. 


ade ad 


c=w’ 


ossia che si fosse ^rapprescntola con w» la media proporzjonalo 
fra le duo rette . e c, e con n quella fra le altre due j ed t. 


si avrebbe avuto 

x=r ^dt 

la quale si costruirebbe con la formazione di due triangoli rettangoli. 

Con simile procedimento si costruirebbero i radicali qualora a- 
vessero per indice una potenza di due, i quali per ragioni analoghe 
a quelle del numero 192 esprimono linee quando la quantità ad 
essi sottoposta contiene in ciascun termine tante dimensioni quan- 
te sono le unità dell’ indice del radicale. Cosi 1 espressione 
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può costruirsi con trovare la media proporzionale fra la retta a, 
c r altra costruibile come sopra rappresentata da 



In virtù di ciò che si è detto in questo numero , resta fer- 
ma la proposizione enunciata nel suo cominciamento. lo quanto 
poi risguarda la costruzione delle rette che potrebbero essere rap- 
presentate bensì da formole irrazionali , ma con indice che non 
sia due , nè alcuna delle sue potenze , ne tratteremo dopo di 
^ver fatto conoscere la maniera di rappresentare algebricamente 
i luoghi solidi o lineari che , come vedrassi , sono indispensabili 
per la loro determinazione. 

200. Se la espressione radicale quadratica fosse accompagnata 
da altre quantità razionali si costruirebbero separatamente la 
parte razionale , e la parte irrazionale , e si riunirebbero o sot- 
trarrebbero le due linee a misura che le loro notazioni algebri- 
che hanno segni simili o dissimili. Ma se l’ espressioni, di che ò 
parola , debbono risultare da una equazione completa di secondo 
grado , potranno allora costruirsi senza ricorrere alla risoluzione 
della equazione. 

Difatti ogni equazione dK secondo grado potrà essere ridotta 
ad avere una delle forme contenute in 

a:* ztpx±q*:r= 0; 

or delle quattro equazioni che risultano dalle diverse combina- 
zioni de' segni , possiamo considerare le sole due 

al* — px=q*, x*—px = —q', 

poiché le altre hanno le medesime radici di queste due, ma di 
segno contrario. Esibendo tali equazioni sotto la forma 

x(x—p)=q* [1] x(p—x)=q' [2] 

è facile rilevare come la prima si può rapportare alla proprietà 
delle secanti e delle tangenti un cerchio, e la seconda a quella 
delle corde che nel cerchio s* intersegano ad angolo retto (’). 

(') L* stesse eqnuiODÌ possono rìEoardarsi come I» tradiuione algebrìcs del 
problema : Cifttruire un rMangolo di data tuper/ieie , • di cui la iomma 
e la differensa di due lati adiactnli debba eguagliare ima data retta. 
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Per costruire quindi 1* equazione [1] basterà descrivere un cer- 
cliio con un diametro AB=p , elevare da un estremo la per- 
pendicolare AC=g , e pel punto C tirare la CD che passi pel 
centro. Con ciò si troverà esser la CD la 
retta che corrisponde al valore positivo di x, 
e la C£ quella che corrisponde all’ altro t il 
_|b quale debb’ essere negativo ed in grandwza 
/ assoluta maggiore del primo, come apparisce 
da’ segni che i trovansi nel secondo e nell ul- 
timo termine dell’equazione. 

Che le rette CD e CE sian quelle che rappresentano le due 
radici della equazione [1] si può verificare a posteriori nel se- 
guente modo: dinotisi con x la retta CD , risulterà 

CE=CD— DE=CD— AB=»— J>; 

e dovendo essere, per la nota proprietà del cerchio, DCXCE=AC , 
si avrà l’equazione x(x—p)=q', la quale risulterebbe pure quando 
si rappresentasse con — a: la retta CE , e si osservasse che CD 
avrebbe per notazione — x-i-p. 

Del pari ; per costruire graficamente i valori delle radici della 
equazione [2] si descriva un semicerchio sulla retta AB=p, co- 
me diametro , e ad esso da una distanza AC=g si tiri la paral- 
lela CE : se da uno de’ punti d’ intersezione di questa paralle- 
la con il semicerchio si abbassi la perpendi- 
colare DF al diametro , i due segmenti AF 
ed FB, considerati positivamente, esprimeran- 
I no i valori della ignota della equazione [2], 


'/ 


A F 


" Infatti si ha 


AF)^FB=FD*=AC** ossia x(p — x)=q*. 

In seguito di ciò che si è detto io questo numero , e verso la 
fine del precedente , sarà facile a chicchessia il costruire le radici 
reali delle equazioni di quarto grado derivative dal secondo. 

20 i . Quando una espressione algebrica dinota una superfi- 
cie o un volume, la sua costruzione importa la determinazione 
di due lati contigui di un equivalente rettangolo , o quella delle 
tre costole di un equivalente parallelepipedo rettangolo: per lo 
che nel primo caso si deve trasformare l'espressione algebrica nel 
prodotto di due fattori lineari , e nel secondo in tre. D’ altron- 
de è chiaro che tale decomposutone , di accordo al dedotto nel 
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numero 132, non potrebbe essere attuata ove mai 1* espressioni 
relative alle superficie. o a’ volumi, se frazionarie , non avessero 
nel numeratore due o tre dimensioni dippiìt che nei denomina- 
tore. Ma poiché sono inQniti i rettangoli della medesima superficie 
non meno che gli equivalenti parallelepipedi rettangoli , così per 
i primi può stabilirsi ad arbitrio una delle dimensioni , e resta 
a trovare 1* altra per modo che il rettangolo da esse contenuto 
risulti eguale in superflcie all' area rappresentata dalla formula da 
costruire ; e per i volumi , potendo assegnare arbitrariamente la 
base, si preferisce l'uso di un quadrato, e resta solo la conve- 
niente determinazione dell’alteua. 

Questa scelta arbitraria che può farsi della base del rcUango- 
lo e del parallelepipedo da costruire, dò ragione della introdu- 
zione del fattore arbitrario adoperato, come appresso , per decom- 
porre in due o in tre fattori di primo grado le formule dino- 
tanti superficie o volumi. 

La superficie da costruire sia rappresentata dalla formolo 

c 

t= ; 

nò*— c‘ 

stabiliscasi una qualsivoglia retta m , come uno de' lati del ret- 
tangolo equivalente ad z ; per trovare l’ altro si faccia 

o*=m*ò, - ^ aò=m*A', b*c'=tn*k", ai*=m*A-, c’=m**’, 
c 

ed i simboli h, A', k... si rigtiardino oome rette cognite, dappoi- 
ché si possono costruire nel modo precedentemente indicato. So- 
stituendo le nuove espressioni ii ciascuno de' termini delia fra- 
zione proposta e mettendo in veduta i fattori comuni in m si avrà 
m\h—k'+h"] m(A— 

*“ ~~m\k—k') ’ 

con che vedosi raggiunto Io scopo , restando determinata la su- 
perficie proposta dal rettangolo che ha per lati la retta m , c 
r altra ch’è quarta proporzionale.in ordine a k—k', m, ed h — h'-j-h". 

Procedimento del tutto simile metterebbe a capo della deter- 
minazione de' volumi. 

Diamo tcrmiue a questo capitolo col ricordare che tutte le co- 
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slruzioni debbono regolarsi in maniera da impiegare per quanto 
è possibile gli stessi dati della quistione, che ha data origine alla 
formola, sicché la quantità da costruire resti determinata nel pro- 
prio sito, appunto come si è già praticato, c come praticheremo 
negli altri problemi che siamo per esporre. 

C.%PITOLO 111. 

OSSSaVAZIONI RIMAaCBBTOLI SOPNA LA SOLUZIONE ALGEBRICA 
DI ALCUNE QUISTIONI DI GBOHETRIA. 

I problemi geometrici determinati, che trovansi risoluti in 
questo capitolo, mostrano applicate le cose, di cui si è tenuto pa- 
rola Gn qui , ed inoltre fan rilevare : 

1. ° Che cosa debbasi osservare in rapporto alle soluzioni ne- 
gative o immaginarie. 

2. ° Quale corrispondenza esista in una quistione, tra il numero 
delle soluzioni algebriche ed il grado della rispettiva equazione. 

3.0 Quali norme debbansi tenere nella scelta delle ignote. 

4.0 Come dalla forma de’ risultamenti si possano dedurre nuo- 
ve proprietà della estensione flgurata. 


PROBLEMA 1.» 

202. Tirare una parallela alla base di un (riangolo , sicché 
ne risulti un altro di dato perimetro. 

Analiai. Per determinare la DE parallela alla base AB del trian- 
golo ABC, e tale da far risultare la somma delle tre rette DE, EC, 

m CD eguale ad una retta data m , basterà conoscere la 

posizione del punto ove essa parallela incontra l'uno o 
l’altro de’ lati AC, CB: per tal 6 ne bisognerà cono- 
scere la lunghezza di una delle rette AD, DC, CE, EB, 
e sia della prima AD. Si ra^qir^ntioo con a,b,ci tre 
" ' lati BC, CA, AB del triangolo , e con x la retta AD; 

sarà DC=6 — x. Atteso la somiglianza de’ triangoli ABC , CED , 
che risulta dal voluto parallelismo delle AB, DE, si ha 

uà — ax 


b—x : CE 


b : e :: b — x : DE 


CE = 


d' onde 


DE = 


b 

be — ex 


III tal modo si hanno le espressioni algebriche de’ tre Iati del 

18 
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triangolo DEC, e perchè la loro somma deve uguagliare la retta 
tn, si ha l' equazione 


b—x-{- 


ab — fl.r br — ex 


=m, 


la quale risoluta , indicando con p la somma a-t-<H-c dei tre lati 
del triangolo, dà 


X— 


b (p—m) 


[ 1 ] 


- t— 






f 

Per coslruirc questo valore sarà ben fatto prolungare la base AB 

verso G, e tagliare sul prolunga- 
mento le parti BF, FG , eguali 
rispettivamente agli altri due la- 
ti del triangolo, poiché si otterrà 
^ il' AG=AB-|-BF-fFG=a-f6-fc=p . 
c se a partire da G verso A si ta- 
gli GH=m, si avrà AH=p— m; dopo ciò se uniscasi CG e dal 
punto H le si tiri la parallela HD, che incontri in D il Iato AC, re- 
sterà determinata la retta AD che corrisponde al trovato valore di 
X. Di vero si ha per la seguita costruzione , 


GA : AC :: HA : AD, ovvero prò:: p — m: x. 

Quando la retta data m supponesi maggiore di p, ossia del pe- 
rimetro del triangolo proposto, riesce evidente non poter cadere 
il punto D al di sopra la base AB, ma invece doversi trovare al 
di sotto come in D'; ciò importa che la distanza del punto A dal 
punto ignoto dev’ essere valutala sul prolungamento di AC ver- 
so D', vai quanto dire in direzione opposta a quella che viene in- 
dicala dalla formola [l], la quale risulta negativa nell’ ipotesi di 
p<»M. E per fermo se rappresentasi con x la retta AD', l'equa- 
zione, che sì troverà come sopra, darà per l’ ignota il valor positivo 

b (m—p) 

X = -• — — > 

V 

il quale per lo contrario sarà negativo nella ipotesi primitiva 
di p maggior di m. 

Con questo esempio resta vieppiù confermato il principio che 
abbiamo esposto nel numero 196. Di vero se si trasporta l' ori- 
gine della ignota da A in C, e si rappresenta con x l' una o I' altra 
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deile rette CD , CD', l'equazione del problema si trova essere 


ax 

T 


ex 

T 


m. 


d onde si ricava il valore 


bm bm 

X = : = 

a \ -b I c p 

nel quale non vi è traccia d' impossibilità. 

Si rileva dallo stesso esempio come il segno meno, che in talu- 
ni casi alTetta I' espressione di x, è dovuto alla tacita limUaziont 
che s' introduce nella soluzione, quando supponesi l’ ignota in di- 
rezione contraria a quella che conviene al caso che si esamina. 

È notevole inoltre , che la composizione dedotta dalla formo- 
la [1] è atta a determinare l’ignota del problema, anche quando 
si avesse m>p ; poiché se a partire da G tagliasi GH'=m , si 
ottiene il punto IT, dal quale condotta H'D* parallelamente a CG 
resterà determinata la AD'. Con ciò si può conchiudere che la 
composizione di un problema ricavata dalla corrispondente solu- 
zione algebrica, può far rilevare da per se sola le roodiGcIie che 
subisce la posizione della ignota nelle varie ipotesi, che possono 
farsi sulla grandezza de’ dati> 

Analoghe osservazioni si presentano con fuciltà in altre qui- 
stioni , che potrebbero essere proposte ; ma quando l’ equazio- 
ne di un problema ascende ad un grado diverso dal primo, può 
avvenire che le radici siano o tutte positive o tutte negative . 
ovvero alcune positive ed altre negative , ci occupiamo perciò a 
mostrare con esempi che la molliplicità delle radici non è sempre 
indizio di un egual numero di soluzioni. 


PROBLEMA 2." 


203. In fra yli estremi di ma retta trovare «n punto ehe la 
divida in estrema e media ragione ('). 

Analisi. Chiamata a la retta da dividere, ed x il segmento 
maggiore , l’ altro sarà espresso da a—x; e poiché la condizione 


(‘) Quando in fra gli Mlremi di una retta vi è nu ponto ebe la divida nel- 
le parti disseguali a e S , di cui a è la minore , considerando le tre rene a , 
i, o-fi secondo il loro ordine di grandezza, aniene che a ed a-f-ò sono 1' e- 
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del problema esige che sia a : * a? ; a—x, si ha l'equazioné 

a;*+aa"=a* [1] 

dalla quale si ricavano i due valori 

»'= — ia-l-v'ia’-l-a', — ia— v'J a*-H>** 

di cui il primo è positivo e minore di a, ed il secondo è nega- 
tivo. Supposto, che il segmento maggiore rappresentato con x sia 

, quello, che avendo principio 

in A è diretto verso B , la 
. ' costruzione del valore x', ve- 

/ /' |. nendo regolata con le norme 

/ { I generali, non offre alcuna dif- 

/ ' i j Ocollà e conduce ad elevare 

- . r-'.. dall'estremoB della data retta 

la perpendicolare BD=^a ; 
unire AD; poi col centro D e con 1’ intervallo DB=^a, descri- 
vere una circonferenza che incontri la retta AD nel punto E, e 
tagliare da ultimo AC=AE. Di fatto si ha cosi 

AC=AE=AD— DE= y/lo^a*— J a = *', 
e tale espressione dovendo verificare 1’ equazione [1] , dimo- 
stra algebricamente che il punto C divide la retta AB nel modo 
riebiesto. Ma quando la dimostrazione di un problema risoluto con 
l'Algebra, si voglia eseguile geometricamente, la si può dedur- 
re dalle conseguenze, che risultano dalla stessa composizione : cosi 
nel nostro caso poiché la retta AB è tangente al cerchio EBF , 
si ha la proporzione 

AB : AF :: AE : AB, [2] 

d' onde l’ altra 

AB : AF— AB :: AE : AB— AE : 
ma per la seguita costruzione si ha 
AF— AB=AF— FE=AE=AC, AB— AE=AB— AC=CB ; 

dunque la precedente proporzione diviene 
AB : AG :: AG : GB. 

streme, e 6 i la media ; quindi il rapporto di a con 6 i no' astrema ragion» , 
cioè ricavata dalla estrema grandezza o ; e la ragione di b ad è la media 
ragion», vale a dire è dedotta dalla grandezza media k. Forse per tal riOesso 
gli anlii’bi hanno adottata la locuzione del testo, con la quale si enuncia .un 
problema, che ha per iscopo dividere una retta per modo, che le aozidette e- 
streme e medie ragioni stano eguali. 


Digitized by Googlc 


CAPITOLO III. —PELLE SOLCZIONI NEGATIVE EC. 14t 

dalla quale apparisce essere il costruito segmento AC , medio pro- 
porzionale fra la retta AB ed il rimanente segmento CB. 

Che se il segmento x dovesse terminare al punto B , si fareb- 
be la stessa costruzione, elevando in A la perpendicolare ad AB, 
e si avrebbe 1' altro punto C'. 

Queste due soluzioni, ottenute con la costruzione del valore po- 
sitivo di X, son dovute alla doppia ipotesi che implicitamente va 
compresa nell* enunciato , per ciascuna delle quali la direzione 
del segmento maggiore x è stabilita da un estremo della retta 
verso r altro. 

In quanto poi si rapporta alla soluzione negativa , ossia al va- 
lore x", il quale considerato assolutamente è costruito dalla retta 

AF— FD-f DA=-la-t-v' ia'-Hi., 

se si valuta, perchè negativo, in direzione opposta a quella stabi- 
lita dapprima, cioè se riportasi sul prolungamento della retta dalla 
parte A, facendo centro A od intervallo AF, si avrà un altro punto 
C" il quale potrebbe dirsi non convenire alla quistione, attesoché 
non va compreso fra gli estremi della retta : nondimeno si può 
notare che con eseguire il componen do nella proporzione [2j e 
con osservare che AF=AC", e che 

AB-fAF=AB-+-AC"=BC", AE-l-AB=AE-f-EF=AF=AC'', 
si ottiene 1’ altra proporzione 

BC" ; AC" :: AC" : AB, 

donde apparisce che il punto C" al pari deH’altro C risolverebbe la 
proposta quistione se roodiGcatone alquanto 1’ enunciatosi dicesse : 

Trovare un punto sulla direzione di una retta, la cui distanza da 
uno estremo di questa fosse media proporzionale fra le distanze 
deiraltro estremo dal primo, e dal punto da trovarsi; di fatto I* equa- 
zione relativa al problema cosi modiflcatonon diversiOca dalla primi- 
tiva. Che se il valore x" è risultato negativo, deve attribuirsi un 
tal fatto alla direzione opposta che debbono avere le rette AC, 
AC"; di vero se ammessa la conoscenza delle due soluzioni si rap- 
presentasse con X la distanza AC", 1’ altra BC" dovrebbe notarsi 
con a-i-x, e la condizione dei problema darebbe a-l-x :x::x: a, 
donde I’ equazione 

x*—ax=a', [3] 

di cui le radici sono di segno contrario a quelle che si sono ol- 
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tenute più sopra per l’ ipotesi di AC=x, come d’ altronde è chia- 
ro dacché si ottiene 1' una cangiando in — x la x dell’ altra. E 
che la diversità del segno, che risulta nelle espressioni delle due 
rette AC, AC", sia dovuta alla loro opposta direzione relativa- 
mente alla comune origine A, sarà facile rilevarlo, se , in con- 
formità di quello che si è detto altrove si cangi 1' orìgine 

della retta indicata con x, per modo che i due punti C, C" ca- 
dano da una stessa banda ri- 

I’" ^ ? — *■,* spetto ad essa , che potrebbe 

supporsi in B. Cosi chiamata x 
la retta BC , l’ altro segmento AC , che partendo da A dev’ esse- 
re il medio proporzionale, sarebbe espresso da a — x, ed il pro- 
blema avrebbe per traduzione algebrica I' equazione 

(a — x)*=ax , ossia x* — 3ax-|-o*=o 

la quale ha positive entrambe le sue radici. 

Stando a quest' ultima ipotesi, è da por mente alla impossibi- 
lità di ottenere punti che , risolvendo il problema, stessero a drit- 
ta del punto B, come in C'", essendo evidentemente assurdo il 
supporre che la distanza AC"' fosse media proporzionale fra BA e 
BC'".Ma se, non badando a questa circostanza, si stabilisse BC"'=x, 
r equazione relativa al problema sarebbe x’-l-ax-HJ*=o, e poi- 
ché ambo le sue radici sono immaginarie, si può conchiudere che 
r aver supposto per l'ignota una retta con direzione contraria a 
quella che conviene alla quistione , è manifestato dall' algebra per 
mezzo di valori immaginari. 

20i. Dal problema testé analizzato, e da altri che potreb- 
bero essere proposti , si scorge come le soluzioni negative diano 
occasione talvolta a scovrire la quistione generale , di cui quella 
che si esamina é un caso particolare , e tal' altra faccian cono- 
scere tutte le soluzioni di cui è capace uno stesso problema. Ma 
ciò non é da ritenersi come regola applicabile in ogni rincontro, 
potendovi essere casi in cui al valor negativo delie ignote non cor- 
risponde alcuna soluzione che possa andar d’ accordo con le condi- 
zioni del problema, senza doverne modificare l’enunciato in mo- 
do da passare a quistione di tutt’ altra natura. 

Cosi nel problema del numero 184 , il valore negativo della 
ignota dappoiché , considerato assolutamente , risulta minore del 
positivo , non può rappresentare uno de’ due lati eguali di un 
secondo triangolo isoscele con ciascuno degli angoli alla base 
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doppio di quallo al vertice ; perciocché ammessa la esistenza del 
primo triangolo, è incompatibile quella del secondo, il quale se 
potesse esistere co' lati eguali più corti di quelli del primo , do- 
vrebbe avere nel vertice un angolo più grande del corrisponden- 
te nell' altro triangolo , mentre per lo contrario gli angoli al- 
la base del secondo risulterebbero più piccoli di quelli del pri- 
mo : ed apparisce da ciò che per doppia ragione le loro metà non 
potrebbero risultare uguali all' angolo al vertice. Non pertanto 
poiché la lunghezza del lato del triangolo isoscele , nel quale si 
verifica la condizione del problema risoluto in quel numero, deve 
pareggiare uno de' segmenti della base divisa in estrema e media 
ragione (’) , cosi l' Àlgebra ha presentato la stessa equazione re- 
lativa a quest' ultimo , sebbene con una sola delle sue radici si 
possa costruire il triangolo isoscele con gli angoli alla base doppi 
di quello al vertice. 

Del resto se si ricavano i valori della ignota ausiliario y, e 
corrispondenti a quelli di x, si trova che i primi eguagliano i 
secondi considerati con ordine inverso e co' segni cambiati; ed é 
notevole che detti valori di y sono appunto quelli che si otten- 
gono quando si risolve il problema: Trovare la base di un trian- 
golo isoscele con V angolo al vertice metà delt uno o dell' altro dei 
rimanenti , e co' lati eguale ciascuno ad una data retta , il qua- 
le è stato dedotto la mercè i mezzi che offre la stessa Algebra. 
Di fatto se nell' equazione finale del numero 184 si muta x 
in — X, si ha l'altra a;*-|-aa;=a*, la quale si sarebbe presenta- 
ta direttamente , ove mai la precedente equazione x — y=a fosse 
stata invece y — x=a, cioè se si fosse rappresentato con x non 
già uno de'lati eguali del triangolo da costruire, ma invece la base 
di un altro triangolo isoscele con ciascuno degli angoli adiacenti 
doppio di quello al vertice , e con l' uno e V altro lato eguale 
alla retta a. 

205. Non può dirsi adunque che ad ogni problema debbono 
sempre corrispondere tante soluzioni, per quanto sono le unità del 
grado, essendo oltremodo chiaro che molte quistioni , tuttoché di 
natura differentissima, non di meno possono dar luogo ad una 
conseguenza istessa che ne costituisce l'equazione; e perciò quando 

(') r.ib apparisce dall' essere l’ eqaazionc fìnale del problema relatiro al trian- 
golo {tlìij, identica alt’ equazione [3] del numero precedente la quale si rapporta 
al problema geoeralizialo della divisioae della retta in estrema e media ragione. 
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da questa si vuol risalire al problema, che le ha data orìgine, non 
è da maravigliare, se le sue radici non possono tutte convenire 
ad essa quistione , eh’ è una delle molte e differenti , le quali 
avrebbero dato luogo alla medesima equazione. 

Occorre quindi esaminare la convenienza delle soluzioni posi- 
tive o negative date dall' Algebra, con la natura del problema da 
risolvere , per mettere da banda quelle che non vi hanno rela- 
zione , e che potrebbero essere anche positive , come avviene 
nel problema a tal Pine esposto qui di seguito. Questo esame non 
è difficile tanto da far risguardare la necessità di esso come un 
difetto dell’ analisi algebrica; che se talora la sua applicazione 
esige alquanto studio , se ne resta bene compensato nella scoverta 
d’ inaspettate dipendenze fra quistioni per le quali non apparisce 
esservi relazione. 

PROBLEMA 3.» 


206 . Data y ipotenusa di un triangolo rettangolo, e data la 
somma de' cateti e dell' altezza confutata dall' angolo retto, de- 
terminare il triangolo. 


Analisi. Per costruire il triangolo richiesto , è ben evidente 
che la ricerca più convenevole è quella della determinazione di due 
delle tre rette delle quali n'è data la somma; poiché quando si 
conoscessero le lunghezze de' due cateti, o quella di un solo di essi 
e dell'altezza , sarebbe nota la soluzione. 

Supponghiamo adunque che il triangolo rettangolo ABC , co- 
roslniito sulla ipotenusa BC=a , avesse per somma de’ due cateti 
e dell' altezza una retta rappresentata da 
m; e che si volesse determinare l’altezza 
AD=z:, ed il cateto AB=y. Per effetto 
di queste notazioni la retta AC risulta e- 


L 


spressa da m — x — y. 

11 triangolo rettangolo dà immediatamente la prima equazione 
a»=y*-t-f m—x—y) * , 

per ottener la seconda si può notare che per la somiglianza de’ 
triangoli ABC, CAD si ha 

CB : BA :: AC : AD ossia a : y :: m—x — y : x, 
d' onde y*-i-xy—my-{-ax=o. 

Volendo eliminare y fra queste due equazioni , conviene molti- 
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plicare la seconda per 2 , e sottrarla dalla prima dopo di averla 
ordinata : con ciò si ha I' equazione finale 

X * — 2 —a*=o , 

che risoluta dà 

^= 0 - 1 -»» ± \/ 2a*+'lam. 

La retta espressa dal solo radicale ò piìi piccola di <H-m, poiché 
spezzando in due il primo termine della quantità sottoposta al se- 
gno , sicché divenga apparisce esser minore del 

quadrato di a-Hn , a causa della relazione a-<m ; perciò amen- 
due le radici della equazione sono positive, e di esse 1’ una é 
maggiore di a-+-m, l'altra minore : intanto è ben chiaro , che la 
prima, tuttoché positiva, non può convenire alla nostra quìstione 
imperocché l’ altezza di un triangolo non può né superare né u- 
guagliure la somma di due lati, perciò il problema si risolve col 
secondo valore, cioè con 

j:=n-f-»n — ^ 2«(n-Hn), 

il quale valore resta costruito dalla diiTerenza tra la somma della 
base con la retta data, c la media proporzionale tra la della 
somma ed il doppio della base. 

207. Nel considerare tutte le radici della equazione relativa 
ad un problema di geometria abbiamo già veduto che alcuna di esso 
talvolta non conviene alla questione con tutte quelle limitazioni che 
possono trovarsi comprese nel suo enunciato , e sotto questo punto 
di veduta abbiamo notato che il grado della equazione può esse- 
re maggiore del numero delle soluzioni. Or sebbene in simili casi 
possa avvenire che con lo generalizzare lo enunciato del problema , 
a tutte le radici della equazione corrispondano altrettante soluzio- 
ni elTettivc ; pure non mancano altri casi in cui il grado della 
equazione è assolutamente maggiore del numero delle soluzioni. 
Cosi quando volessero trovarsi due medie proporzionali x ed y fra 
due rette date a , b , tuttoché si scorga a priori non potervi es- 
sere più che una soluzione , non pertanto l’ equazione , facilissi- 
ma ad essere stabilita, x'=a*h, c della quale dovremo occuparci 
in seguito, monta al terzo grado. 

208. Al contrario alcune volle il grado della equazione di 
un problema é minore del numero delle soluzioni che vi corri- 
lo 
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spondorio , iippunto come vcJesi nell’ esempio che segue , il quale 
sebbene ammelte quattro soluzioni, pure nel tradurlo in linguag- 
gio algebrico si ha una equazione di secondo grado- . 

PBOBLEMA 4.» 

Dato un punto c date due rette non parallele , tirare pel primo 
una trasversale sicché risulli un triangolo equivalente ad una data 
superficie. 


Soluslone. Dall'enunciato stesso apparisce che l'equazione 
si ottiene immediatamente quando , stabilita la ignota , si han- 
no le funzioni di essa corrispondenti alla base ed all' altezza del 
triangolo richiesto; e poiché nulla impedisce di fissare una di 
queste per ignota , per esempio la baso , cosi tutto riducasi a 
trovare l’ espressione algebrica dell’ altra , cioè dell' altezza. 

Sia dunque EF la retta che passando pel dato punto G incon- 
tri le due rette AB , CD per modo che risulti il triangolo EOF 
equivalente alla data superOcic m* • Si con- 
sideri 0£ come base , e per vedere l' al- 
tezza FI in qual modo dipende da essa e 

dalle altre quantità date, tiriamo dal punto 

" G le GH, GK rispettivamente parallele ad 
^ FI ed OD : queste ultim avendo data di- 
rezione , le prime risultano date in gran- 
dezza ed in direzione, e risulta anche data la retta OK. Si han- 
no cosi due coppie di triangoli simili EOF, EGK ed EHG , EIF , 
dalle quali , a causa de' lati comuni EF ed EG , si deduce 
EK : EO ; : 

Or se facciasi OE=.t, GH=a , 
si ricava 

FI li£ . 

e quindi 
ax 


\ 

_../j . 

.VE II t K 


GII: FI. 

OK=b, dalla delta proporzione 


X — b 


:2m' 


d' onde 


, 2m’ 

e* .T = 

a 


2bm' 

a 


l'I 


da cui 


a — "osa / • 


La esistenza de' due valori della ignota è subordinata alla rela- 
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zione 26, la quale se li veriQca, ambo risultano positivi. 

In tal caso le due soluzioni del problema si contengono nello 
stesso angolo AOD , e si ridurronno ad una sola ove mai la 
detta relazione invece sia di eguaglianza. Ma se la data super- 
ficie è tale da far risultare la frazione minore di 26 , il pro- 
blema è impossibile. Sicché per mezzo della trovata equazio- 
ne tutto al più si possono determinare due soli triangoli che 
soddisfino 1' enunciato del problema , mentre è ben' evidente do- 
verne esistere similmente due altri negli angoli conseguenti a 
quello che abbiamo considerato : anzi è pure evidente che la 
esistenza di questi ultimi triangoli può sempre aver luogo sia 
qualunque la grandezza di m*: di fermo, una retta indefinita, 
da condursi pel punto G, se si fa rotare intorno ad esso deter- 
mina sempre nell' uno o nell' altro degli angoli DOB , AOC un 
triangolo di cui l'arca , ch'è nulla quando la retta passa per O, 
può acquistare tutti gli stati di grandezza, sino a poter divenire 
infinita , ossia maggiore di ogni quantità assegnabile, lo che av- 
viene quando la reità rotante prende la posizione della parallela 
ad uno de' due lati dell'angolo. 

Per trovare I' equazione per mezzo della quale possono dedur- 
si le basi di questi ultimi due triangoli , sarà sufficiente imma- 
ginare dapprima tirata la retta dal punto dato per modo che in- 
terseghi i lati di uno degli angoli adiacenti a quello ove giace il 
punto , e ripetere poi l' intero ragionamento fatto pel caso che 
abbiamo considerato. Se si conservano le medesime notazioni , 
si troverà cosi I' equazione 


d'onde 




I2j 



Sicché per avere tutte le soluzioni di cui è capace la quisliono 
proposta, è uopo considerare il sistema delle equazioni [tj e [2], 
e la costruzione de' valori delle ignote dedotti dall' una e dal- 
r altra equazione non presenta alcuna difficoltà , ed ecco come 
può andar regolata- 
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Si taglino sopra OA cd a partire da 0 le OL, OL' eguali fra 
loro cd alla terza proporzionale in ordine all’ altezza del dato 
punto , ed al lato del quadrato equivalente alla superGcie data ; 



dal punto G si tiri la GK parallela ad OD e, fatta KM=KO , si 
descrivano i semicerchi ONL, MN'L' i quali siano intersecati in N 
ed N' dalle perpendicolari ad AB condotte da M cd O, quindi se 
con L ed L' come centri e con intervalli eguali rispettivamente allo 
corde LN.LW si descrivano gli altri semicerchi E'NE'',E'"N’E‘v 
si avranno i quattro punti E',E'',E'",E>'’, che uniti col dato G du- 
termioano i quattro triangoli richiesti. 

Questa medesima costruzione mette in evidenza ciò che più sopra 
abbiamo rilevato algebricamente in riguardo al caso in cui le prime 
due soluzioni non possono aver luogo. Di fatto alloraquando OL è 
minore di OM i punti E' ed E" non possono ottenersi, mentre 
gli altri due si determinano nello stesso modo. 

Con pari faciltà si possono considerare le modificazioni cui van 
soggette le quattro soluzioni quando si esaminano le differenti 
posizioni che può avere il punto dato- 

Nel tradurre i problemi in equazione , per la semplicità de'ri- 
sultamenti algebrici , e per la eleganza delle costruzioni , ò op- 
portuno di aver presente che quando tra' dati intervengono delle 
superQcie piane è lecito supporle di quella forma che meglio può 
convenire alla quistione. Cosi nel caso attuale possiamo rappre- 
sentare la data superGcie con un rettangolo di altezza pari ad a, 
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simbolo esprimente la perpendicolare menata dal dato punto so- 
pra UDO de' Iati dell'angolo, e di base c; allora avremo m*=ao 
c quindi 1' equazioni [Ij c [2] divengono 

— 2cx= — 2bc, ed x' — 2cx=-|-26c, 


d’ onde 

x=c+|/c* — 2//C ed x==cH:|/’cM-2ftc: 

questi valori si possono mettere sotto la forma 

x=c±{/[c—h)*—0* cd x=c±l/(c+6)*— 6*, 

c menano ad una composizione molto più semplice della prece- 
dente , cioè : sul lato deW ang(do cui supponesi abbassala la per- 
pendicolare si prendano , a coniar dal vertice ed in opposte dire- 
zioni , due segmenti eguali aHa base e del rettangolo , e da' loro 
estremi si elecino sullo stesso lato due perpendicolari eguali alla 
distanza intercetta sul lato medesimo tra il vertice dell' angolo ed 
il pii della parallela alf altro lato condotta dal dato punto : i cer- 
chi che avendo i centri negli estremi delle due perpendicolari , ed 
i raggi eguali alle distanze tra il pii della parallela e gli estremi 
de' due segmenti , taglieranno in generale il detto lato dell' angolo 
iti due punti , ed ognuna delle quattro intersecazioni congiunta 
col dato punto somministrerà una soluzione del problema. 

209. Non è raro che il grado della equazione relativa ad un 
problema vorii a misura che si adopera una ignota piuttosto che 
un’ altra. In tali casi I' equazioni di grado più elevato si possono 
risolvere per mezzo di altre di grado inferiore, c perciò non sono 
esse che fissano la natura del problema {t88). Laonde nel far uso 
di questo primo modo di applicare l'algebra alla geometria , pog- 
giato sulla conoscenza delle proprietà de’ soggetti che si considc. 
rano , ottenuta che si è una equazione , è mestieri assicurarsi se 
la medesima sia irreducibile o se capace di abbassamento : c sic. 
come ò sempre vantaggioso di avere 1' equazione di grado più bas- 
so , cosi a conseguir questo scopo è di bene tener presente al- 
cune massime che andremo dichiarando con l' esempio che segue* 
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PROBLEMA 8.® 


210. Date due rette perpendicolari fra loro, e dato un punio 
ad egual dittama da esse ; far passare per questo una retta 
di nuxniera che la parte incercelta fra’ lati di uno degli angoli 
retti , risulti di data grandexia. 

Analisi _ Ammesso che la EF sia quella reità che passi 
pel dato punto G , e sia incontrata in E ed F dalle due per- 
pendicolari AB, CD, per modo che ri- 
sulti eguale ad una retta data da rappre- 
sentarsi con m , osserviamo che l' esser 
dato il punto G imporla esser note le di- 
stanze eguali GH ed GL che rappresen- 
tiamo con a, ed anche esser data la OG=6. 
" Ciò posto può riflettersi 

1 .® Che per fissare la ignota posizione 
della retta EF, la quale dee già passare 
pel dato punto G , basta conoscere un al- 
tro punto di essa , e potremmo supporre 
quello che corrisponde in E; sicché la retta OE sarebbe da riguar- 
darsi come ignota. 

2. ® Che la st^sa retta EF sarebbe anche determinabile con 

faciltà , ove mai si conoscesse la lunghezza di una delle parti 
EG , GF in che debbe restar divisa dal punto G : di fatto fa- 
cendo centro G ed intervallo una di esse si determinerebbe l’uno 
o l'altro de' punti E, F. Che anzi conoscendo la sola retta GK, 
cioè la distanza del dato punto G dall' altro K , medio della 

EF , risulterebbe nota e I' una e l’ altra delle due GE , GF do- 

vendo essere GE=5— GK, GF=^*-f-GK; perciò il problema 

sarà risoluto quando divien nota la grandezza della retta GK. 

3. ® Che se invece del punto E della retta dimandata si co- 

noscesse la posizione del suo medio K , basterebbe unirlo con 
G per aver la soluzione del problema. Or la posizione di un pun- 
to è nota quando esso costituisce l'estremo di una retta termi- 
nata clic abbia data direzione e data origine , o pure quando 

risulta dalla intersecazione di due luoghi geometrici : e poiché nel 
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lujslro caso non è applicabile la prima idea , vediamo se possa 
convenire la seconda. , 

Qualunque sia la posizione della £F costituirà sempre la ipo- 
tenusa di un triangolo rettangolo, quindi il punto medio K sareb- 
be il centro del cerchio circoscritto ad esso triangolo , e però la 
retta che unisce K con 0 sarebbe quanto la metà della data m, 
per conseguenza il punto K dev’ essere uno di quelli della cir- 
conferenza data di centro 0 e di raggio ^ m, se dunque si cono- 
scesse un’ altra locale dell’ istesso punto K lo si avrebbe determina- 
to- Tra le differenti linee rette o circolari alle quali può farsi ap- 
partenere il punto K vi è la retta KI da esso condotta perpendi- 
colarmente sopra OG , e per fìssarne la posizione sarebbe sulB- 
ciente conoscere la grandezza 01, la quale perciò potrebbe essere 
stabilita per ignota. 

4.® Potrebbe ancora osservarsi che prendendo sulla bisettrice, 
a contare dal punto I , una parte 1P=10 , il punto P debbe 
trovarsi sulla circonferenza del cerchio che ha per centro K c 
per raggio la retta KP : ma questo cerchio sarebbe evidentemen- 
te quello circoscritto al triangolo EOF, quindi il suo raggio e- 
guaglicrebbe ^ ro ; e sebbene fosse nota la grandezza di questo 
cerchio , pure la sua posizione rimanendo indeterminata potrebbe 
stabilirsi per ignota la corda OP , ed allora , siccome essa ò «lop- 
pio di 01 , è chiaro che una volta conosciuto il punto P si a- 
vrebbe eziandio il punto I, medio di OP; oltre a che, indipen- 
dentemente dal punto I , resterebbe risoluto il problema osser- 
vando che il punto K risulta dalla intersezione di due cerchi che 
avessero entrambi per raggio i m e 1’ uno col centro in 0 , e 
l’altro nel punto P (*). 

Il proseguimento dell' analisi necessaria per istabilirc I’ equa- 
zione relativa al problema , varia per ciascuno de’ casi preceden- 
ti , di modo che ritenendo successivamente le ignote in essi in- 
dicate si possono ottenere 1’ equazioni come appresso. 

I. Pongasi OE=x e veggasi quali siano le conseguenze della 
supposizione del fatto. Awahmdoci delle norme stabilite nel nu- 


(0 Per quello ci siamo proposti di noure , non occorre ulteriore disamina 
per iscorgere da quali altre ignote potrebbe dipendere la soluiiooe del nostro 
problema , ma è notevole qnella che dipende dal raggio del cerchio iuKrilto al 
triangolo. Veggasi Biot , JTllui * Giomélrit Anaìyliq»» , pag. e seg. Pa- 
ris 1834. 
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mero 183 troveremo due espressioni algebriche corrispondenti al- 
la retta OF- Pel triangolo rettangolo EOF si ha 

OF=. 


e per la somiglianza dello stesso triangolo 
si ha pure 


OF= 


ax 

x—b' 


EOF colf r altro' FLG 

T , 

» 


Queste espressioni eguagliate fra loro dan luogo all’ equazione del 
problema, la quale venendo ordinata prende la forma 


X*— 2a**-H2o*— m*)a! • -|-2am “ x— a • m • =o . [ i ] 


Questa equazione di quarto grado mostra che il problema può 
ammettere quattro soluzioni , c ciò concorda con la sua natura , 
poiché le duo rette date , formando quattro angoli , è chiaro che 
dal punto dato può condursi in ciascuno di essi una trasvcrsalo 
che risolva la quistionc. Pertanto non potremmo affermare cosa ' 
alcuna intorno alla sua natura , senza prima assicurarci co' mezzi 
che fornisce l'algebra, se l'equazione sia o no irreducibile, vale 
a dire se possa o pur no risolversi per mezzo di equazioni di gra- 
do inferiore ; ma ora possiamo dispensarci da questo esame poi- 
ché il dubbio sarà chiarito da quanto viene esposto in seguito. 

II. Quando vuoisi riguardare come ignota principale la retta 
GK=a;, l’ equazione del problema si ottiene anche più facilmente. 
Di fatto la somiglianza de’ triangoli GEH, GLF dà la proporzione 

EG : GU :: GF : FL, 

in cui sostituendo l' espressioni algebriche relative a’ suoi termi- 
ni , c che sono evidentemente 

GE=^-x, GH=a, GF=|-t-x, FL=^ (|^7^x)“-a*^ 
si ottiene l’ altra 
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dalla quale si passa all* equazione del problema, che venendo or- 
dinata differisce dalla precedente, ed è 


a:*- 


m* — 8a*fn* 
16 


= 0 . 


[2J 


Sebbene questa nuova equazione ascenda del pari al quarto gra- 
do , pure essendo derivativa dol secondo , già dimostra che il pro- 
blema può risolversi alla maniera de’ piani , e quindi possiamo 
conchiudere che l’equazione [IJ sia effettivamente risolvibile per 
mezzo di equazioni di grado inferiore. 

III. È cosa agevole rinvenire una terza equazione quando prcn- 
desi per ignota la retta 01 : di vero suppo- 
nendo circoscritto al triangolo EOF il cer- 
chio, di cui si è fatto parola nell' ultima 
parte dell'analisi, esso cerchio incontrerà 
'** la bisettrice, come si è avvertito, in un 
punto P tale da far rimanere OP doppia di 
01, e sarà palese che tirandovi il raggio 
PK, risulterà retto l’angolo EPK , perchè 
doppio dell’ altro POE , conseguentemente il triangolo PKG sarà 
rettangolo in K, e darà 






PK =GPXPI. 


Ora essendo PK= ; m, OG~b, OI=PI=x, 
trovata eguaglianza si muta nell' altra 

^ — (2x — b)x, 

dulia quale si passa all’ equazione ordinala 


GP=2j; — b, 



[3] 


la 


IV. Da ultimo se voglia prendersi per incognita la OP, si os- 
serverà che unendo PE, i due triangoli OPE, PEG sono simili , 
perchè hanno f angolo comune in P ed eguali gli angoli semi- 
retti POE, PEG. Da ciò risulta 


I 
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In conseguenlc, messa OP=x, siccome per le stabilite notaiioni si ha 

PG=x-6, e PE’=2nÌ*=^. 
r eguaglianza precedente addiviene 

x[x — b)=im*, d'onde x' — . [4J 

A 

211. Le precedenti equazioni possono tulle costruirsi con fa- 
clltè, ma preferiamo di far capo dairiillima, perchè più semplice 
delle altre; essa venendo risoluta dà 



Ora prendendo sopra uno de' 



OPs=5 4- ^ . «d 


dell'angolo la porzione OH = jm, 
se dal punto H si conduca la pa- 
rallela all' altro lato, la quale 0 
incontri in N la perpendicola- 
re alla bisettrice condotta pel 
punto 0, siccome si ha'HN = 
OII=ìm, sarà oN*= ; m* ; 
quindi bisecata OG in T , per 
\ essere 0T= {6, risulterà 



laonde tagliando sulla bisettri- 
ce, ed in parli opposte del pun- 
TN si avrà 

0P'=| ; 


e perciò le rette OP ed OP' rappresenteranno i valori delle due 
radici della equazione precedente. In conseguenza elevando a PP' 
le perpendicolari da’ punti I ed 1', ciascuna di esse, generalmente 
parlando, incontrerà in due punti il ceithio descritto eoi centro O 
e con un raggio eguale alla metà della retta data ; ed ognuna delle 
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quattro toterseiiuni K, K', K", K"'. congiunta col punto G, dark 
una soluzione del problema. 

Ma è ancora osservabile che questi quattro punti possono (indi- 
pendentenieiite dalle perpendicolari a PP' condotte dal meuo delle 
rette OP, OP') determinarsi mediante le intersezioni del cerchio 
suddetto con altri due (non segnati nella 6gura) che avessero il 
medesimo raggio eguale ad fm, e co'centri in P e P'; imperocché 
si è già veduto che PK, distanza del punto P dall'altro K medio di 
EF, è precisamente eguale alla metà della data retta ; ed uniforme- 
mente, dclliLinedesima lunghezza sarà la distanza delle stesso punto 
P daH’altro K', non che le altre del punto P' da' punti K" e K"'. 
Anzi è pur da rimarcare essere costante la distanza del punto P 
da ciascuno de’ quattro E, E',F, F', non meno che quella di P' da' 
punti E", F",E"',F"', poiché tutte queste distanze pareggiano P£, 
ipotenusa del triangolo isoscele e rettangolo PKE, nel quale ambo i 
cateti sono uguali alla metà della retta data , in guisa che dette 
distanze sono quanto la retta ON. Laonde se si descriva un cer- 
chio che abbia il centro nel punto P, ed il raggio eguale ad ON, 
il medesimo passerà pe' primi quattro punti; e l'altro di egual rag- 
gio, ma col centro in P', passerà pe' rimanenti quattro punti. 

Dopo tutto ciò è chiaro che il proposto problema si può com- 
porre nel seguente modo. 

Sopra uno de' lati dell' angolo si tagli OH eguale alla metà della 
retta data, e per M si meni all' altro lato la parallela, che incon- 
tri in N la perpendicolare aUa bisettrice in 0: indi si unisca il 
punto N con l' altro T medio di OG , e sulla bisettrice si tagli- 
no in direzioni opposte ed a partire da T, le TP, TP' eguali a 
TN. I cerchi che hanno i centri in P e P', ed i raggi eguali a 
TN, taglieranno, ciascuno in quattro punti, t due lati dell'angolo, 
ed ognuna delle otto intersezioni, unita col dato punto G, sommi- 
nistrerà una soluzione del problema. 

È poi superfluo avvertire che le soluzioni non sono già otto , 
ma che riduconsi, generalmente parlando, a quattro. 

Abbiam detto generalmente parlando si han quattro soluzioni , 
poiché in alcune circostanze il cerchio descritto col centro O e 
con l’intervallo \m, può non incontrare l'una o l’altra delle per- 
pendicolari alla bisettrice innalzate da’punti I ed 1', come avviene 
quando il suo raggio è minore di 01 ovvero di 01'. Ma poiché 

oi'=:or=/-(/‘^, ,d oi=iOP=5+j/pf. 
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si vede rlie la retta 01' è sempre minore di quale che sia la 
grandezza di m , essendo sempre 


che rappresenta la lunghezza assoluta della retta 01', risulta mi- 
nore di \ m. Laonde le soluzioni corrispondenti. a' due angoli a- 
diacenti a quello in cui è sito il punto dato, avranno luogo per 
qualunque grandezza della retta data. Non avviene altrettanto per 
le due soluzioni sistcnti nell' angolo ove giace il punto, perchè la 
condizione di essere 


si riduce all' altra m> 26; se dunque la retta data è minore della 
doppia distanza del punto doto dal •vertice dell' angolo , mancano 
le corrispondenti soluzioni, ed il problema ne ammetterà due so- 
lamente. Però quando m— 26, risultando 


il punto 1 coinciderà col dato G, per conscguente le due interse- 
zioni del cerchio con la perpendicolare alla bisettrice si riuniran- 
no nello stesso punto dato , il quale in tale ipotesi sarà pure il 
medio richiesto. In tal caso dunque le due soluzioni, che in ge- 
nerale si possono contenere nell’ angolo ove giaco il punto , si 
riducono ad una sola, ed è quella che vien determinata dalla stessa 
anzidetta perpendicolare alla bisettrice. Quindi può conchiudersi 
che il nostro problema ammette due, tre o quattro soluzioni distin- 
te, a misura che la .retta data è minore, eguale, o maggiore della 
doppia distanza del dato punto dal vertice dell' angolo retto. 

212. Le quattro differenti equazioni che precedono, e re- 
lative alla medesima quistionc , mostrano da per loro stesse quel- 
lo ci eravamo proposto in ordine alla influenza che ha la scelta 
della ignota sul grado della equazione. Inoltre, le equazioni f2J 



e perciò la formola 



01< . ossia 
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[3], c [4], essendo risuitotc di secondo grado, ci han fallo conosce- 
re immediatamenle appartenersi il problema alla classe dei piani, 
cosa che a prima giunta, e senza un precedente esame, non a- 
vrebbesi potuto dedurre dalla [IJ, la quale sebbene siasi ottenuta 
con più (bacile analisi, pure essendo risultata di quarto grado , di 
accordo con quello che già abbiamo notato , non avrebbe messo 
in evidenza la sua vera natura. Ma le prime idee avviene spesso, 
non conducono alle soluzioni più semplici, e conseguentemente all’e- 
quazioni che stabiliscono la vera natura di un problema : non pc.’« 
tanto se l'equazione si è stabilita facendo uso di relazioni, le quali 
sussistano per quc' valori delie ignote che appartengono esdusita- 
mente alla quistione, dovrà succedere che l’equazione sia del vero 
grado , o che a questa si possa giungere tenendo conto di altre 
relazioni ch’esistono fra’ valori della ignota, le quali altre relazioni 
talvolta si scovrono con piùfaefìtà per mezzo di considerazioni geo- 
metriche , tal altra più agevolmente con riflessioni algebriche , c 
più spesso si resta meglio agevolato da tutti e due questi mezzi. 

Cosi nel nostro esempio supponghiamo che non si fossero avute 
le idee necessarie per istabilire l’ equazioni [3J e [4] , allora per 
effetto deU'equazione fi], eh’ è di quarto grado completa, e che 
ha negativi il secondo ed il quinto termine, si dee conchiudere 
che r ignota ha quattro valori , e che di essi , tre sono positivi 
cd uno ò negativo. Con ciò si resta avvertito del come il pro- 
blema possa avere effettivamente quattro soluzioni, poiché suppo- 


nendo cogniti,! quattro valori delia igno- 
™^tà, cosicché siano OÈ',OE”, OE'", OE''’’, 
V* unendo gli estremi col punto G, si con- 
cepisce il modo di esistere delle quattro 
soluzioni , quando anche non si fossero i- 
~ deate da principio. Dippiù lo stesso segno 
meno, che affetta l’ultimo termine della 
equazione, fa conchiudere che le sue radici 
non possono essere mai tutto immagina- 
rie, ma che al più possono esservene due 


solamente , d’ onde si prende occasione a riflettere, che nel coso 
la retta data fosse minore di un certo limite, le due soluzioni con- 
tenute nell’ angolo F"OE' non esisterebbero, mentre quelle conte- 
nute in ciascuno degli angoli conseguenti, si verificano per quale 
clic sia la grandezza della retto data. Ciò va pienamente di accor- 
do con quello già notato nella composizione. 


l 
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Riflettendo ulleriormenle sulle due soluzioni contenute nello 
stesso angolo, o sulle due rimanenti, è facile accorgersi della di- 
pendenza eh’ esiste fra le rette rappresentanti i due diversi va- 
lori della ignota , imperocchò si vede che col determinare l'uoa, 
si ottiene anche l'altra. Di fermo . supposta conosciuta la gran- 
dezza delle rette OE' , OE" , con le quali rappresentiamo il pri- 
mo ed il aSoondo valore della ignota, le soluzioni corrispondenti 
danno luogo a due triangoli rettangoli, che, per un teorema facile 
a dimostrarsi, sono eguali (*); è dunque OF'=OE", ma OF' rimane 
determinata per mezzo di OE', nel completare la prima soluzione, 
cosi allora quando si conosce OE' si ottiene anche OE", e viceversa: 
similmente dal terzo valore di x si dedurrebbe il quarto , ed al 
contrario dal quarto si' dedurrebbe il teno (**)<. 

Queste osservazioni fan rilevare che fra' quattro valori della 
ignota , oltre del nesso che viene implicitamente compreso nei 
coelRcienti della equazione, esiste l'altro per il quale la somma 
de' quadrati del primo e del secondo valore pareggia lo insieme 
degli altri fatti sul terzo e sul quarto; perciò la risoluzione del- 
la equazione, della quale essi valori sono radici, dipende da quella 
di altre di grado inferiore, e che se si determinassero, seguendo 
le regole studiate in Algebra, si troverebbero esser le due 

X* — -i- (av'o'*+m’‘-|-a*) = o, 
o) — (av^'o*+»n*— a*) == o, 

facili ad essere costruite, e che si ottengono altresì con l'egua- 

(*) Dm triangoli tono perfittamento egnali quando hanno eguali un lato, 
l'angolo oppotto,e la bitetlrice di esso. Per dimostrare questo teorema basta imma- 
gioar costruiti i due triaugoli dalla stessa parte, e distiuiamcute sopra uua retta 
eguale al lato comune ; far passare una circonferenza pei tre vertici del primo, 
U quale dovrà contenere indie il terzo vertice dei secondo ; e da ultimo pro- 
lungare le due bisettrici, supposte eguali, sino al loro incontro, che dorrà succe- 
dere nel mezzo dell’ arco sottoposto alla base comune. In tal modo, tirando il 
diametro che passa per l’incontro delle bisettrici, c supponendo piegarsi lunga 
esso un semicerchio sull’altro, avverrà che i vertici do 'due triangoli debbono coin- 
cidere, altrimenti delle due corde formate col prolungamento delle bisettrici . 
r una sarà più vicina al centra dell’ altra , c quindi la prima sarà maggiore 
della seconda , perlocchè togliendo le parti, supposte eguali dapprima, avverreb- 
be che de’ rimanenti segmenti dovrà essere minore quello che più si allontana 
dal centro, il che è assurdo. Coincidendo adunque 1 vertici de’ due triangoli, 
coincideranno pure i lati di minore lunghezza, e per conseguente saranno eguali 
gli angoli adiacenti , onde ec. 

• (**) Ciò è tanto vero che se si fosse scelta per ignota la retta OF’ si sareb- 
re ottenuta la identica equazione [l] 
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gliRTc a zero i due fattori di secondo grado, ne’quali può esser 
decomposto il primo membro della equazione fi] (*). 

213. La diversità del grado oeirequazioni, corrispondenti alle 
diverse ignote introdotte , resta pienamente giustiGcata dal ri- 
flettere che quando si adotta la prima , i quattro valori di essa 
corrispondenti alle altrettante soluzioni, doveano essere tutti di- 
versi fra loro; e perciò l’equazione [1] è risaltata di quarto 
grado completa, mentre quando si è stabilito per ignota la di- 
stanza del punto dato da quello di mezzo della retta , siccome 
de* suoi quattro valori due eguagliano i rimanenti, cosi l’equa- 
zione [2J è risultata di quarto grado derivativa dal secondo. Ha 
nel terzo e nel quarto caso, poiché la scelta della ignota fu tale 
che per le stesse quattro soluzioni avea sempre due soli valori dif- 
ferenti in posizione ed in grandezza, cosi le equazioni [3] e [4J. 
che li determinano ascendono al secondo grado. 

Queste osservazioni, 'che potranno rilevarsi altresì da altre qui- 
stioni, ed anche ripetutamente da questa, quante volte volte si scel- 
gano altre rette per ignote, ci mettono al caso di conchiudere, 
che per ottenere T equazione più semplice di un problema, il qua- 
le ammette più soluzioni , i necessario stabilire per ignota quel- 
iti Fra le radici a’, x", a/”, *•’, dell’ equatione [1] del nom. 210 , olire 
delle relazioni x'3f'af"x'’=‘ — o*m*, si hanno le altre 

x' -t-x"* =m* , per tanto se facciasi ar'-f-®"=az , ne segno 

2 a_ X j e quindi se queste due equazioni si elevano a quadrato , e 
si tiene conto delle due che loro precedono, per ognuno de' prodotti x'«", xf'x'’ 
si dednrri la corrispondente espressione in a , e sostitnendole entramhe nella 
rimanente relazione x'x"x"'t^>^<i*m* , si avrA , dopo le debite riduzioni , 
una equazione ordinata di quarto grado io a, di cui il primo membro A il qua- 
drato di a* — 2oa— m* , essa perciò sarà veri&cala da I’ uno e l'altro de' ra- 
lori di a , che si ottengono eguagliando a zero l’anziscritto trinomio. Con ciò 
sarebbe nota primamente la somma x'-i-x", e di poi I' altra ma co- 

me della quantità x' ed x" non meno che dalle altre x'" , x", in virtù di 
ciò cbè ai è detto, se ne hanno le fnnziooi in a, corrispondenti alla somma ed 
al prodotto di esse ; cosi scorgasi che i loro valori debbono dipendere da equa- 
zioni di 3:“ grado, oltremodo facili ad essere determinate, nelle quali sostituendo 
uno degl’ indicati valori di a, si avrebbero sempre le due equazioni del lesto. 

Vedremo nella pagina seguente come questo calcolo rirsce mollo più semplice 
quando, nel risolvere il problema io esame, si preferisce I’ uso di due incognite : 
e diamo termine a questa nota con ravvertire chele condizioni che debbono veri- 
ficarsi tra’ eoelficienti di una equazione di quarto grado , supposti razionali . 
perche la medesima potesse decomporsi io due di secondo , potranno leggersi 
nella pagina 187 della pregevole Raccolto di Prohitmi di Gtomtiria ri$olaii 
tcn V anatiti algebrica del Profeuore Pedala. Sap 18.18. 
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urto cerchio, che ka per diametro la corda del cerchio maggiore, 
la quale è tangente U minore. 

218. Cosi pure od triangolo ABC se si volesse iscrivere un 


quadrato IFGH, e ai acegliesse per igno- 
ta la ED, eh’ è deir altezza una parte e- 
guale al lato del quadrato richiesto, rap- 
presentando con a, b, e, i tre lati, e con 
o', b', c*, le altezze asrispondentl, e pa- 
ragonando I triangoli simili CAB, CH e CAD, CFE si trovereb- 
be facilmente una delle seguenti forinole, a misura che si voglia 
far essere o, b, ovvero e il lato che dee contenere due vertici del 
quadrato , 



X = 


da' 


a-H»' 


x = 


bb' 

TW 


x = 


ce 


e-i-c 


e poiché i numeratori di queste frazioni, sono eguali tutte espri- 
mendo la doppia area del dato triangolo*, è naturale conside- 
rare la grandezza de* denominatori per vedere poi che cosa pos- 
sa dirsi su’ differenti quadrati inscrittibili nello stesso triangolo. 
Supponghiamo perciò che II lato a sia il massimo , sarà ( per la 
nota relazione tra la perpendicolare e le obbllque condotte da 
un punto sopra una medesima retta ) a>b', cd o>c' ; ed essen- 
do da'=M' si ha la proponione 


a : b 


b' : a' , 


d'onde a — b ; b' — a' :: a : b'. 


Ma é o>6' , dunque 

a — b>b'—a', ossia a-H»'>à-i-à' : 


in modo del tutto simile si dedurrebbe l'altra relaziono 

« ^ 

Apparisce da ciò che quando a è il lato massimo , <H-a' ò il 
denominatore più grande ; quindi si deduce che 

De' tre quadrati iecritlibili in un triangolo il minimo è quello 
che ha situati due vertici sul lato maggiore. 

Ad osservazioni più gran rilievo dannò luogo le altre quhtio- 
ni che passiamo a risolvere. 
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PROBLEMA 6.» - 

219. Dati due archi , scrivere ndl' uno un triangolo, che 
sia circoscritto all’ altro. 


S*IiwlMe — Siano A e B i centri de’ due cerchi dati , e 
CDE il triangolo richiesto. Siccome le congiungenti i vertici di 
un triangolo col centro del cerchio iscrit- 
to dividono in parti eguali gli angoli cor- 
rispondenti, cosi unendo uno do' vertici del 
triangolo, per esempio E, col punto A, la 
retta EAF bisecherà l' angolo DEC, ed in- 
contrerà l’arco sotteso DC nel suo punto 
medio F; quindi il raggio FB risulterà per- 
pendicolare al Iato DG. Intanto se si uni- 
scono i due centri, si forma il triangolo ABF di cui son cono- 
sciuti i lati AB, BF; epperò il problema sarebbe risoluto, se fosse 
noto il terzo lato AF, perchè in tal guisa il suo vertice F farebbe 
determinare la posizione della retta FA, la quale venendo prolun- 
gata incontra il cerchio circoscritto al triangolo nel suo vertice E, 
od una volta conosciuto questo punto , il problema sarebbe risoluto. 

Ciò posto : sia AL il raggio del cerchio inscritto menato pei 
contatto col lato DC, e facciasi 



AF=x, BF=R, AL=r, AB=d. 

11 triangolo ABF, nel quale sia condotta la AK perpendicolar- 
mente sopra BF, dà 


AB*= AfV BF*— 2BF XFK ; 

od osservando essere FK=F1-|-AL, se pongasi lF=y, verrà 
FK = y-t-r, e quindi la precedente eguaglianza darà in simboli 

d*= 2By— 2Rr. 

Dippiù ; il centro A del cerchio inscritto si sa dover essere si- 
tuato sulla circonferenza di un altro cerchio che ha il centro nel 
punto F medio dell’arco DC , c per raggio la <• la FC della me- 
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tè di questo arco; dunque sarà AF = FG=« (*); ed essendo il 
diametro HF perpendiedare a DG, ai ha 

FÒ s: HF.Fl=2By t * 

e per conseguente la seconda equazione 

«•= 2Ry. 

Nell' eliminare una delle ignote fra le precedenti equazioni sta- 
bilite col tener conto di tutte le condizioni del problema, avvie- 
ne che r altra sparisce affatto , per modo che si è condotto alla 
relazione tra sole quantità costanti 

d*= R*— 2Rr. 

È facilissimo dare spiegazione di questa circostanza, che sino ad 
ora non si era presentata nella risoluzione de’ problemi : di vero 
è ben evidente che l'anzidetta relazione debbe necessariamente esi- 
stere fra gli elementi messi a calcolo qualora si ammette la esi- 
stenza del triangolo richiesto; e perciò se quella relazione non 
si TeriSca, il triangolo non potreUi' essere costruito ; per la qual 
cosa siamo indotti a conchiudere che in generale il problema è 
impossibile, essendo necessario per essere possibile , che tra le 
considerate quantità costanti abbia luogo la relazione trovata. Ma 
una volta verificata detta relazione è chiaro che il problema deb- 
ba avere infinite soluzioni , vale a dire che da qualunque punto 
E della circonferenza circoscritta preso per vertice incognito, 
si conducano le corde ED, EG che tocchino il cerchio iscritto , la 
congiungente DG dorrà risultare tangente al medesimo cerchio 
iscrìtto , perchè, ammesso questo contatto , il calcolo condurrebbe 
a quella medesima relazione che si era supposta vera. Dopo ciò 
possiamo stabilire la massima che 

Quando nel rùolvere un problema si giunge ad una relazione 
tra soli elementi noti , scomparendo affatto le ignote , esso ddba 
riguatrdarsi in generale come impossibile, e perchè noi fosse, con- 
viene che tra i detti elementi sussista la trovata relazione, la qua- 
le pei se ha luogo, il problema da irr^ossibile diviene indeterminato. 

(*) La tgnsglizoza delle rette AF,FC può eoche, senu ricorrere al teorema 
citalo , essere dimostrata sulla Bgura; per tanto è soIBciente considerare che gli 
angoli CAF,FCA sono egtiali, avendo ciasenno per misura la meti deH’arco GDF. 
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In virtù di questa massima ritornando alla nostra quistioke', 
|)ossiamo ricavare il seguente rimarchevole teormnai enunciate di 
già nella nota alla pagina 51, e che per guanto ivi fu detto torne- 
remo a dimostrare altrimenti nella seaone quarta. 

Se un triangolo si trova iscritto in un eerdùo e circosaritto ad 
un altro, innumerevoli iriangdi potranno esser descritti in fra i 
due cerchi con le medesime condizioni. 

Nella Ogura da noi considerata il centro del cerchio iscritto si 
■‘trova nell’ interno del circoscritto , ma potrebbe accadere che stes- 
se al di fuori, allora la relazione trovata si modificherebbe in 
d'=R* 2Rr, in guisa che ambo icasi saranno compresi nel- 
r unica furmola 

d* = R* ± 2Rr, ovvero d* = R (R ± 2r ), 

che tradotta in linguaggio geometrico dà il teorema: 

Se due cerchi ammettono triangoli inscritti nelf uno e circo- 
scritti alT altro , la disianza de' loro centri sarà media proporzio- 
nale fra il raggio del circoscritto e la somma o differenza dello 
stesso raggio col diemetro dell' inscritto , secondocM il centro di 
quest' ultimo cade dentro o fuori V area del cireoscrilto. 

(Ina traduzione Stessa relazione , da riguar- 

darsi come più elegante . si ottiene scrivendola sotto la forma ‘ 

2Rr = R'— d» = (R-+-d)(R-d); 

chè allora i fattori del secondo membro rappresentando i due segmen- 
ti del diametro dui cerchio circoscritto, i quali restano determinati 
dal centro deH' iscritto , può enunciarsi l' altra proposizione : 

Se due cerchi ammettono triasigoli inscritti nell’ uno e circo- 
scritti all' altro , il centro deW inscritto divide il diametro dell’al- 
tro che passa per esso in modo, che il rettangolo de' due segmettti 
è doppio di quello de' due raggi. 

220. Nello assegnare denominazioni simbcdichc alle parti del- 
la figura, che forma oggetto di una qualche ricerca, può accadere 
che le isedesime non siano tra loro indipendenti , ma che inve- 
ce alcune dipendano da altre. In questa ipotesi ò necessario c- 
sprinocrc con formole algebriche lo relazioni che uniscono tra lo- 
ro le diverse parti , c tenerne conto fra le condizioni del proble- 
ma. Cosi quando in una ricerca è dato un triangolo e sonosi at- 
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Costruendo queste equationi di secondo grado, si avrebbero nuo- 
ve soluzioni del problema ; ma noi abbiamo inteso di mostrare 
come la introduzione di duo incognite faccia conoscere immedia-' 
temente non solo che I' equazione di quarto grado , cui si per- 
viene a prima giunta , è decomponibile in due del secondo, ma 
che fa trovare eziandio queste due , le quali non cosi facilmente* 
si potrebbero rinvenire per altra via. 

Può notarsi inoltre che se invece di eliminare fra le due c- 
quazioni [4J la ignota y, si eliminasse l’altra x, atteso la loro 
simmetrìa, si dovrebbe pervenire ad un' equazione di quarto gra- 
do in y identica a quella in x , mentre I' equazione di secondo 
grado da noi dedotta non è stata nò in a; nò in y , ma invece 
io un' altra ignota z , la quale pareggiava la somma di quelle 
due. Questa circostanza dà occasione a riconoscere che in gene- 
rale quando due quantità diverse, prese per incognite , conduco- 
no ad equazioni identiche , conviene escluderle entrambe, e pren- 
dere per ignota un'altra quantità che abbia con le prime una me- 
desima relazione, come sarebbe la loro somma, o la loro differen/a , 
o la media proporzionale ec. (’). 

215. È poi manifesto che se fra le quantità eligibili per i- 
gnote ve ne fosse alcuna , la quale considerala e positivamente 
c negativamente dia soluzione al problema, allora conviene far ca- 
dere sopra essa la scelta, perciocché in tal caso l’equazione aven- 
do tutte le sue radici eguali due a due e con segni contrari, con- 
terrebbe le sole potenze pari della incognita ; e quindi sarebbe 
capace di essere abbassata ad un grado metà : cd ove mai quest.) 
medesima osservazione potesse applicarsi a tutte le ignote conte- 
nute in un sistema di egual numero di equazioni , potranno in- 
trodursi in loro vece i rapporti che ad una medesima serbano 
le rimanenti ignote , e l'equazione finale avrà un grado subdu- 


(*) Ciò ippanto è seoleoiUto dal Newton con le aegnenti parole . Sciitctt 
non duurtim lerminomm lalit obvtnit affinUai atve limiiitudo relaiioni$ ad 
eaelero$ (armtnoa quatMionU , ut oporterH aequationts per omnia similet ex 
ttirovù adhibilo produci , au< ambot si ttmul adkibcrtniur etudem in acqua- 
(ione finali dimcncionc» et eandem omnino formam ( tigni» forte -f- et — 
exeepti» ) habituro» ette ; ( id quod facile prutpicilur,- ) lune nsutrum adhi- 
bere eonvenit , led aorum viee lertium quemvit cligerc ^i simitam ulriqut re. 
lationem gerii , pula temitummam vd lemidifferentiam , vel medium propor. 
lionale fortan , oul guamria aliam quantilolem edriqut indi/ferenltr et fina 
compare relatam. Arithm Uuivtrs. Probi. XXIV- 
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pio n* Simile riduzione potrebbe aver luogo quando si conoscesse 
che, preso per ignota il rapporto di duo quantità, il problema reT 
iterebbo risoluto non solo da essa, ma anche dalla sua iBversa; poi- 
ché l'equazioDe risultante apparterrebbe alla classe delle reciproche. 

216. Nella maggior parte de' problemi la bene intesa ap- 
plicazione di que' tra gli esposti priocipii , desunti da considie- 
razioni algebriche , che meglio potran convenire « spceialmeotc 
quando viene accompagnata da una giudiziosa analisi geometrica , 
fa sempre scoprire la più conveniente scelta della ignota • per 
modo che lungi dallo attribuire al caso il merito dello eleganti 
soluzioni , lo si dee piuttosto allo esercitato intendimento del 
geometra. Sia pruova di ciò la nuova analisi che ora esponghia- 
roo pel problema istesso di che ci siamo occupati : analisi che con- 
duce alla soluzione grafica data da Papi>o, la quale è la più sem- 
plice di quante se ne conoscono. > 

Poiché la retta OG divide per metà 1 ' angolo EOF , supposto 
che EF sia una soluzione , abbiamo per un notissimo teorema 
di geometria elementare 

1 EG :GF::EO:OF, 

|p' 

/ ma conduccndo GT perpendicolare ad 

/I EF si ha pure 

'i ■ 

V K . . ■„ EG : GT : : EO ; OF, 

\j- c; -wi 

'a i: k t m • adunque risulterà GT=GF. Ora è ma- 

nifesto che il problema sarebbe risoluto 
non solo se si conoscesse uno de'cateti 
del triangolo EGT. ma anche quando fosse nota la lunghezza della 
ipotcnusa ET ; dappoiché conducendo EP parallela a GT , risulta 
TE=rGP, e l'angolo PEG retto al pari di EGT. Quindi assegnala 

(’) Il notissimo Trorcssore sig D. Francesco Paolo Tacci fio dal 1633 applt- 
cara queste roasidcrazioni alla risolosiono del problema; IMtrminart e eostmi- 
ra grafieamcnlt la piramije triangolar* alloraquando te n* eonotcono t lati 
dilla bai* * gli angoli al vertice ; e nella memoria all’ aopo pubblicata pre- 
aeoutta il aegueote imporuniiasimo teorema: Se li abòùmo n «qutuiani Ira al- 
trettamt* ignote e delio tieito grado m, « poiiono lutti leinderti ita dui mtm~ 
bri, dii guali gli «nt atuao omogenei * della Messa dimeniiom per rapporto alta 
ignota , i gli altri liano fra toro in doli rapporti; V eguationi finali del prò. 
blima non sant di grado lapirion ad m"-'. 

MeU’ iataaaa meiBoria soo messi in piena luca i TSuiaggi ebe possono rtcsTirsi 
dalla UnliistcioM tiUnioaziouc delle incoguita. 
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cbe foiM GP r H punto E starebbe nella intersecazione delia rèt- 
ti AB col semicerchio descritto sopra GP come diametro. Idean- 
do inoltro la seconda soluzione E'F', poiché l' angolo OEG egua- 
glia r altro OF'G ( Nola a pag. 458), ed il primo a causa delle 
parellele pareggia EGP, ne segue che i due triangoli GIIF', GEP 
hanno eguali gli angoli retti , c gli altri HF'G ed EGP ; quindi 
i due rimanenti saranno anche eguali, c sarà F'GH=GPE, ossia 
GE'0=AEP: sicché le due rette GE' e PE essendo comprese fra 
due parallele c<l essendo egualmcnto inclinate ad una di esse, deb- 
bono ancora essere eguali fra loro ; per conseguente si ha l’ e- 
guaglianza de’duc triangoli GEP, GE'P, d’onde quella degli angoli 
in E ed in E'; ma il primo è retto, dunque E'P è perpendicolare 
ad E'F', e si conchhidc che il semicerchio, il quale passa per i tre 
punti G, E, P, passerà pure pel quarto E'; perciò con la sola co- 
noscenza del diametro GP si otterranno le due soluzioni EF, E'F'. 

Simile ragionamento proverebbe che le altre due soluzioni sa- 
rebbero determinate per mezzo del semicerchio descritto sul pro- 
lungamento opposto di GH. Se dunque stabiliscasi per ignota la 
anzidetta linea GP, l'equazione da trovarsi, come appresso, non 
eccederà il secondo grado. 

Per tanto si faccia GP=», e p<richè col tirare semplicemen- 
te la perpendicolare EK, che risulta eguale ad a , ai osserva 
che ciascuno de’ due rettangoli EKXGP , PEXEG pareggia la 
doppia superdeio del triangolo PEG , ne segue che l’ equazione 
sarà trovata se si ricaverà resprcssionc in x corrispondente al se- 
condo rettangolo ; Imperòcchè quella del primo è chiaro essere 
ax. Ma da quello che or ora abbiamo osservato risulta che i due 
cateti PE, EG pareggiano i segmenti in cui rosta divisa la retta 
m dal punto ’G , si ha quindi 

• * ^ • — ■ 

m*=PE-t-EG-t-2rE>;Eti . 


e pel triasgolo rettangolo essseudo PE -i-EC^a.' 
precedente eguaglianza 

PE.EG=^Ji^*: 


si ricava dalla 


questa espressione uguagliala all’ altra ax, dà l ciiu.uioac rela- 
tiva al problema, la quale essendo ordinata diviene x'-f-2iu:— m , 
e se in essa facciasi x=i/-|-« si deduce 


y=±V' 
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tribuitc denominazioni simboliche a' suoi lati , sarà rertamenlo 
permesso di attribuirne altra ad un’ altezza « ove dovesse porsi a 
calcolo : ma ognuno comprende che l' altezza dipende da' lati , o 
in altri termini come suol dirsi , che I’ altezza sia furatone dei 
lati, sarà quindi necessario aver presente la relazione che li uni- 
sce : e col solo proporsi di trovare in una 6gura qualunque le re- 
lazioni che possono esistere fra le diverse parti, senza punto avere 
in veduta alcuna speciale quistione, si ha una sorgente inesauribi- 
le di nuove proprietà della estensione Ggurata. Pertanto ne mostre- 
remo alcune relative alla figura che piu comunemente occorre di 
considerare. 

PROBLEMA 7.» 

22 1 . Doli i tre lati di un triangolo trovare V e$pre$sionc del- 
la sua area. 


Solanlone. Poiché l’ area triangolare ò misurata dalla metà 
del prodotto di uno de' lati per la corrispondente altezza, aflìncliè si 
potesse venire in cognizione di quello che si cerca, sarebbe d' nojio 
determinare la perpendicolare al lato che si ritiene per base , con- 
dotta dal vertice opposto. Suppongliiamo perciò clic il 
triangolo ABC avesse per lati le tre rette date da rap- 
presentarsi , com' è in uso, con lettere minuscole licllo 
stesso nome di quelle situate ne' vertici opposti. Se di- 
notiamo con X la ignota altezza CD , ed indirliiamu 
con S la superficie del triangolo , sarà 

c_ abxcp 

2 “ 2 ■ 



Ciò posto, aflin di trovare la retta x, adopereremo aiisiliarmciile 
un’altra incognita y per rappresentare il segmento AD della ba- 
se AB=c, chè allora l'altro segmento DB, venendo espresso da 
c — y, o da y—c, a misura che la perpendicolare cade al di den- 
tro 0 al di fuori della base , i due triangoli daranno luogo evi- 
dentemente nell’uno e nell'altro caso alle stesse due equazioni. 


y)* = a*, 

V-2 
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dalle quali, restando eliminala la x con la semplice soUrazione 
di una dall' altra , olticnsi successivamente 


y = - 


6*4-c*— o* 
2c 






Col sostituire il trovato valore di x nella formala eh’ esprime 
I’ area S , avremo 


ex 1 

S = -^=^J/‘ 4t»*c* — a*j‘, 


ed osservando che la quantità sottoposta al radicale è 'a diffe- 
renza di due quadrati, in sua vece potremo sostituire il prodot~ 
lo deila somma c della differenza delle loro radici , cioè 

(•26c+à*-l-c"-a*)(26c— 6* — c'-t-fl’). 


e questi fattori polendo scriversi rispettivamente sotto la forma 
(6-|-c)’ — fl’, o’ — [b — c)*, 

si vede che ciascuno di essi è pure la differenza di due quadrati; 
perciò il loro prodotto in virtù della medesima riduzione potrà 
essere scritto come appresso 


(u -I- 6 -I- c) (6 -I- c — (j; (a -t-f» — c) (a — 6 -|-c), 
c mcUeudo per brevità a4-6-f-c = 2p, sarà 


6-f-c — a = 6 -i-e-l-a — 2a — 2p — 2o = 2^— a); 


laonde col praticare altrettanto per gli altri fattori, avremo Gnal- 
mente per 1' area cercala 

p{p~a)(j}—b){p—c), [a] 

la quale formolo presenta il vantaggio di poter essere calcolata 
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agevolmente col mozzo de' logaritmi. Può notarsi intanto che 
dalla formola [1] si ha successivamente , 

a*—b*~c* — 2cy, (a-+-ò) (a — 6) = c(c— 2y), 

d'onde la proporzione 

c :: a-\-b :: a — b : c — 2y, 

e quindi il teorema: la base di un triangolo sla alla somma dei 
due lati, come la differenza di questi medesimi lati sta a quella 
de' segmenti della base determinali dalla corrispondente altezza. 

PROBLEMA 8.» 

, 222 . Dati i tre lati di un triangolo trovare la lunghezza 

del raggio del cerchio circoscritto. 


S«laBione — Supposto essere ADBC il cerchio circoscritto al 
triangolo ABC , per vedere quale relazione abbia luogo fra 1' i- 
gnolo valore r del raggio, ed i lati a, b, c, con- 
giungasi il centro con uno de' vertici p. c. G ; e 
tpoirhò prolungando questo raggio sino in D, ed u- 
jnendolc corde AD, DB, si forma un quadrilatero 
inscritto nel cerchio, ed è noto dover essere il ret- 
tangnlo delle diagonali, eguale alla somma di quelli 
contenuti da'lali opposti f6S); cosi la richiesta equa- 
zione sarebbe trovata, se a' due lati AD, DB del quadrilatero si 
sostituissero espressioni cognite de' tre lati del triangolo. Or con 
la semplice ispezione della ligula si vede che i due triangoli ACD, 
BCD , essendo rettangoli , danno 

AD = y*r'—b*' DB - V\r'~a\ 



quindi 1' equazione del problema è 

2cr = aV4r* — b’-f-òV 

dalla quale facendo sparire i radicali , c dopo di aver fatto le de- 
bite riduzioni ricavando il valore di r, si ottiene 
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in cui (rasfurmando la qiiantiiò sottoposta al radicale nel modo 
istcsso , come si è praticalo nel problema precedente, $i ha 

abe 

r= ; , 

4Vp (J>— a) ip—b) (p— e) 

Che se , avuta presente la relazione [a], si volesse esprimere il 
valore del raggio in funzione dell'arca del triangolo, si avrebbe 



e poiché al fattore 2S esprimente il doppio dell' area del trian- 
golo può essere sostituito il prodotto di un lato qualunque a 
]>er la corrispondente altezza a', ai ha pure 



ovvero 2aV=6c 


d' onde il teorema : Il rettangolo dett’ altezza di un triangolo nel 
(lifiindro del cerchio circoscritto pareggia quello de' due lati , che 
comprendono T angolo, dal quale è computata V altezza medesima. 

<>ucsta proposizione nel caso di b = c si riduce ad un teore- 
ma noto , perchè rimane modiflcata come appresso ; Se dallo stes- 
so punto di una circonferenza son tirate due corde eguali, non 
che un diametro , il rettangolo di quest' ullimo nella sua parte 
compresa fra il punto e la eongiungente gli altri estremi delle due 
corde pareggerà il quadrato di una di esse ; ciò è a dire che la 
corda di un cerchio é media proporzionale fra il diametro che 
passa per uno de' suoi estremi , ed il segmento adiacente detwnU- 
nuto dalla perpendicolare condotta d<dl’ altro estremo. 


PROBLEMA 9.» 

223 . Dati I tre lati di un triangolo trovare i raggi del cer- 
chiò inscritto e degli ex-inscritti, 

Noinsionc — Poiché nella supposizione di essere un cer- 
chio inscritto in un triangolo, le congiungenli il centro co'lre 
vertici formano tre altri triangoli che hanno un'altezza eguale 
al raggio del cerchio, c che insieme presi compongono quello di 
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cui suppongoDsi cogniti i lati ; ritenendo le notazioni stabilite in- 
nanzi , si ha immediatamente 


S=a^-|-6 d’onde 


_ 2S 


e fatta la sostituzione del valore di S dato dalla formala [a], si 
ha l’espressione 

2V'p(p-a)(p—b) (p—e) 

r— » 

(H-d H? 


la quale nell’ ipotesi del triangolo equilatero , cioè di a = 6 = e, 
e di p=sj a, diviene 


a 



Nel caso di un cerchio ex-inscritto ^ del pari evidente , che u- 
nendo il suo centro co’ vertici del triangolo, se ne formano tre 
altri con altezza eguale al raggio del cerchio, e de’ quali tre 
triangoli le aree unite di due qualsivogliano dilTeriscono da quella 
del terzo per quanto è la superficie del proposto , di modo che 
rappresentando con i simboli r^, r^, r, i raggi de’ cerchi ex-in- 
scritti, e che rispettivamente tocchino al di fuori i lati , a, b, c, 
si hanno le tre equazioni 



S— 

2 “2 “'"2 2 


" 2 2 2 


dalle quali si ricavano i valori de’raggi de’lre cerchi rx-iiiscrilli; 
siccliè i raggi del cerchio inscritto e degli ex-inscritti son dati 
dalle formolc 

2S , _ 2S ^ _ 2S ^ 2S 

a-f-6-Hc ’ “ 6-K— 0 ’ * a+c—b ’ • a-f-è— c ’ 

ed apparisce da esse, come d’altronde è anche evidente, che il 
raggio di qualunque cerchio ex-inscritto è sempre maggiore di 
quello dell’ inscritto , e che nel triangolo equilatero, pel quale si 
ha a=b=c, i raggi de’ cerchi ex-inscritti sono eguali fra loro , 
di modo che rappresentandoli tutti con R, si ha 

2S 2S 

R=-^. mentre quello dcirinscritto diviene r ed è perciò 
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cessivamente al l.° membro i quattro valori, che si ricavano dalle 
formole trovale per i quattro raggi, si avranno le altre relazioni 


elevando a quadrato i due membri di ciascuna delle equazioni [dj, 
sostituendo a* invece di b'+e*, poi riducendo, e da ultimo 
scrivendo ordinatamente in ogni equazione in luogo di bc il valore 
dato dalla corrispondente fra le [cj, si otterrà 


da* quali risultamcnti si rileva chiaramente che ne’ triangoli ret- 
tangoli 

li raggio dei cerchio iscritto è quanto la semidifferenza de'due 
cateti dalla ipotenusa. 

Jl raggio del cerchio ex-inscritto , e che tocca esternamente la 
ipotenusa , eguaglia il semiperimetro. 

I cerchi che toccano esternamente uno de' cateti, hanno U raggio 
eguale alla semisomma della ipotenusa col rimanente cateto, meno 
la metà dell' altro cateto che tien toccato esternamente. 

Oltre a ciò; con la semplice addizione membro a membro del- 
le quattro soprascritte formole , e con quella di due sole qualsi- 
vogliano resterà dimostrato che 

II perimetro del triangolo eguaglia la somma de' quattro raggi. 

La somma del raggio del cerchio iscritto e di quello ex-iscritto 

sulla ipotenusa è quanto 1‘ insieme de' due cateti. 

Il raggio del cerchio iscritto unitamente a quello deW ex-iscritto 
sopra un cateto , eguaglia il cateto medesimo. 

Il raggio del cerchio ex-iscritto sulla ipotenusa , e quello del cer- 
chio ex-iscritto sopra un cateto, pareggiano la somma de'lati toccati. 

I raggi de' due cerchi ex-iscritti sopra i cateti sono , presi in- 
sieme , quanto l' ipotenusa. 

Cosi pure combinando le medesime formole per mezzo della 
sottrazione e della moltiplicazione , si avrebbero altri teoremi. 



r 


b+c — a a I b- | - c a-\-b—c 


2 • ’ 2 ’ 2 ’ 


o-t-c — b 
2 
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PROBLEMA 10.» 

226. Sopra una dola base costruire un triangolo , nel quale 
la somma de' quadrali ‘de^i pareggiaste una data stq^er^eie, e che 
inoltre avesse l'angolo al vertice eguale ad un altro angolo dato. 

Solaxione — La soluzione di questo problema ^6 farsi di- 
pendere dalla determinazione del vertice del chiesto triangolo: 
però supponendo che AB sia la retta da- 
ta per base , ed HCK 1' angolo dato, si 
noti che quando il triangolo fosse costrui- 
to, come ABD, la posizione del suo ver- 
tice D sarebbe determinabile se si cono- 
sccsse e l’altezza DF ed il punto F ove ^a 
incontra la base AB. Per tanto si faccia 
AB=20B=2a, OF=o:, FD=y, 
e rappresentisi la data supcrGcie ron 2m*. 

La prima delle due condizioni assegnate, per la quale dev’esse- 

* ■ » 

re BU-f-DA=m», impegna alla ricerca dell'esprcssioni letlerall, 
che rappresentino i lati BD cd AD : c poiché i due triangoli ret- 
tangoli BDF, FAD danno 

.BD=v'ia— AD=v^(a+x)»-Vy*, 
ne segue immediatamente l’ equazione 

X*— y*=m»— a*. [Ij 

Per avere una seconda eguaglianza è d' uopo ricorrere allo esa- 
me della rimanente condizione . quella cioè, di dover essere l'an- 
golo A DB eguale all' altro LGK , eh* è dato : or so da un pun- 
to K , scelto sopra uno de’ lati di esso angolo , si abbassi la per- 
pendicolare KU all’ altro lato (che devesi prolungare quando l'an- 
golo è ottuso, come nella figura), si verrà a formare un trian- 
golo KCH , il quale è dato di specie ; quindi i suoi Iati dovran- 
no riguardarsi come cogniti, e potrà farsi CH=ò, HK=c. Ciò 
posto ; se si tiri la BE perpendicolarmente sopra AE , avviene 
che i due triangoli ABE, AFD sono anche simili , perchè am- 
bo rettangoli cd hanno comune 1' angolo in A ; si avrà perciò 
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AD : AB :: AP : AE 
AD : AB DF : BE 


ossia :: «+J^: AR 


consegue!) temed t c 


~y (a-t-«)*-f-y* : 2a y ■. BE 


2a(g+a;) « 


c si ricava 


EDe=AE— AD= 


BE = 


2ay 


2a(o-f-a>) 


. r (o+ajj’-t-y* 


y (a — 


ma inoltre per la somiglianza degli altri due triangoli HCK, BDE 
si ha la proporzione ’ 

KH:HC::BE:ED ossia c:6;; a'-x'-y^ 

quindi passando ad eguaglianza, dopo di aver tolto il divisore co- 
mune a* due termini dell’ ultima ragione, si ha la seconda equa- 
zione del problema, cioè . ^ 


2a6y = c (a* -x'—y*), f 2J 

Eliminando la x fra le equazioni [1] e [2J si trova facilmente 
c(2o* — m*) 


e da questo valore, eh’ è costruibile con due quarte [Hoporiiona- 
u e che rappresenteremo con h, si deduce « 

*= Vm’— (o*-i-A*), 

d onde si rileva che alDn di essere possibile il problema, è ne- 
cessario veriBcarsi la relazione m*>o*-f-A*. 

D^ispensandoci dalla costruzione di questi valori, osserviamo che 
M il nostro problema si fosse enunciato con la sola prima con- 
dizione , non sarebbe stato poMìbile stabilire fra le due ignote 

23 . 
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inlrodollc altra equaiione Iraonc la [1] ;* e perché quesU rimaw 
e ficSa da una iaflnilà di sistemi per x e per y . a. ambbe- 
• Dunti che presi come vertici del triangolo risolverei)- 

SrS ^.uCe mebb, t..d..en.».aU , . 1.^ 

«iSe sUU del pari se. mancando la prima condizione fos« 
sUta ritenuta solamente la seconda, chè allora avrebbe avuto 
la sola equaiione [21- Con ciò resta dichiarato quello che 
lltr^ve accennavamo (190) ; perocché immaginando costrmti ^ 
lenae di continuità tutti gl' inQniti punti relativi all una ed aliai 
tri* delle equazioni [1] e [2], si otterrebbero due linw continue, . 
di cui ciatJuna avrebbe .tutti i punti atti a solo soddisfare 1 una 
0 l’illra delle due condizioni C); laonde i punti che 
problema tal quale si é proposto da noi , sarebbero (SSJ qu^ 
Comuni alle dette due linee. Conviene adunque apprendere U modo 
come costruire i luoghi geometrici, qualora ven^no rapprewn- 
tati da equazioni ; e questo impegno conduce allo sviluppo del- 
V analisi algebrica indeterminata, ossia al trattato algebrico de le 
curve . di wi trovansi esposti gli elementi nella sezione quarU. 

Da ultimo é anche rimarchevole in questo problema il modo 
col quale si é fatto entrare in calcolo 1' angolo dato ; ma essento 
™ite le riOessioni che si possono e si debbono fare intorno a tate 
argomento . lo faremo essere oggetto esclusivo della ^ 

mfenle, nella quale dopo di avere esposti i principii su cui ^gg a 
conveniente determinazione degli angoli, saranno appli^ti a te 
risoluzione del triangolo rettilineo, considerando che q“a“do nelle 
Quistioni di Geometria per flssare la posizione di una re ta , o 
jer dedurne la posizione e la grandezza, è indispensabile te ^ 
Aerazione degli angoli una con gli altri determinanti del pvo- 
blema, ciò che si cerca può spesso farsi dipendere dalle 
Lti di un triangolo, il quale contenesse l'angolo o gli angoU 
dati e quanto altro può occorrere per la sua determinazione. 


(•) QaMle lìaee son due cireonfereoze , U prima . ddlc qual» 4 '^***'™' 
bile come r, dell. nell, pagina 50. io cui net verso 17.».sU senno errmie.meou 
figura , c deve leggersi invece umi^ura. 
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APPLICAZIONE DELL’ ALGEBRA ALLA GEOMETRIA 




CAPITOI.» I. 

TBOMCà DBTXE PimiOin CUCOLAtl. 

228 . Se la determinatione di un quesito geometrico dipen- 
de da UDO o da più angoli dati, la considerazione di questi non 
presenta difficoltà nella ricerca astratta di quello : ma quando è qui- 
stione di ottenere la effettiva determinazione graSca di ciò che si 
cerca , ammettendo il raro caso che si avesse modo a disegnare 
in tutta la loro grandezza le linee e le altre quantità date , le 
operazioni necessarie per costruire quelle che si cercano, non pos- 
sono andar disgiunte dalle inesattezze che provengono dalla im- 
perfezione de' mezzi fisici che si adoperano ; per conseguente la 
soluzione grafica riesce impossibile, o per lo manco inesatta. In 
tal caso all’ uso della riga e del compasso, che sono gli strumenti 
più semplici, conviene sostituire il calcolo numerico, il quale se 
non sempre può dare risuitamenti determinabili con esattezza 
matematica , ha non pertanto il vantaggio di poterli far e^re 
approssimati a’ veri per quanto più si voglia. 

Nel mostrare come possa applicarsi l'Algebra alla Geometria, 
quando ci è intervenuto dover mettere a calcolo un qualche angolo, 
siamo ricorsi al ripiego delle figure date di specie. Ha gli an- 
goli possono essere anche esibiti per mezzo di numeri che siano 
atti a precisarne la misura , imperocché assegnando di una quan- 
tità angolare , o d' altra che sia , un certo stato di grandezza co- 
me termine di paragone o come unità , il numero astratto c- 
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\ 

sprimente il rapporto, che le serbano tutte le altre della mede- 
sima specie, costituisce la loro misura assoluta ; quindi si possono 
misurare le quantità per mezzo di altre ad esse eterogenee, sol 
che al variar delle prime, le seconde variassero proporzionalmente, 
0 in altro modo affatto cognito. Su questo principio è fondata la 
misura degli angoli rettilinei per mezzo degli archi di cerchio 
descritti col loro vertice come centro, e con raggi arbitrarii: di 
fatto rapportandosi essi al retto come unità, restano misurati quan- 
do si è assegnato il numero che indichi quanto sono di questo, 
c tale numero risulta identico a quello eh' esprime il rapporto 
dell' arco al quadrante. Or come si è convenuto dividere la cir- 
conferenza in 3G0 parti eguali dette gradi , ogni grado in altre 
00 parti eguali dette minuti primi , ogni minuto primo in 60 
secondi, c cosi- di seguito, avviene che all' angolo retto, cui sot- 
tende il quadrante, corrispondono 90 gradi , c perciò si conoscerà 
qual parte sia del retto quell' angolo , del quale è dato il nu- 
mero dc'gradi c delle suddivisioni, che si contengono nell'arco cir- 
colare compreso fra'suoi lati e descritto coi vertice come centro, per 
modo che se questo contiene 18 gradi, tal numero essendo la quin- 
ta parte di 90, l'angolo di che è parola sarà un quinto del retto. 

Adunque , la indicazione del numero de' gradi e delle loro sud- 
divisioni corrispondenti ad un dato angolo è bastevole a farne acqui- 
stare precisa idea, per modo eh' è indifferente particolarizzare un 
angolo, 0 invece precisare il numero de' gradi e de' minuti che 
si contengono sull' arco che lo misura : e quando trovasi scritto 
A = 176“ 27' 41" 12"', vuol dire che l'angolo, o l'arco rap- 
presentato con A contiene 175 gradi , 27 primi , 41 secondi e 
12 minuti terzi: più comunemente però la suddivisione de' mi- 
nuti secondi si fa decimalmente, sicché volendo notare un arco B 
il quale contenga 158 gradi , 40 minuti primi, 25 minuti secondi , 
c 85 centesimi di secondo , si scrive B = 158“ 40' 25", 85. 

La misura degli angoli fatta in questo modo, sebbene riesca u- 
tile in molti rincontri, non è poi commoda nella soluzione alge- 
brica o numerica della maggior parte delle quistioni di geome- 
tria, poiché un tal mezzo non fa scorgere la dipendenza eh' esiste 
fra la grandezza degli angoli e quella di altre rette che posso- 
no entrare in considerazione , ed inoltre implicherebbe unità di 
natura diversa nel medesimo calcolo, attesoché il numero de'gradi e 
mitiuti si rapporta ad una unità circolare , c le altre grandezze 
ordinariamente si fanno dipendere da unità retlilinie. 
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I\i perciò che i matematici volsero in mente di sostituire al- 
la misura degli archi quella della lunghezza delle corde sottese, 
rapportandole al raggio dei cerchio cui appartengono come uni- 
tà , e Io sviluppo successivo di questo principio facendo modiii- 
care l'idea primitiva, condusse alla considerazione della metà del- 
le corde e di altre rette, non meno che degli archi ad essi angoli 
corrispondenti , le quali quantità con nome complessivo si son 
chiamate funzioni circolari, dappoiché derivano dal cerchio. 

In questa sezione ci proponghiamo dapprima esporre i principi! 
della teorica delle funzioni circolari ; in seguito ci applicheremo 
alla valutazione delle cennate rette corrispondenti a tutti gli angoli 
di cui si può aver bisogno ; e da ultimo passeremo a risolvere 
il problema importantissimo, Determinare i lati e gli angoli di 
un triangolo, qualora di essi è dato un sufficiente numero , il 
quale costituisce l' oggetto della Tbigonometbia ; essa poi si di- 
stìngue in Trigonometria rettilinea ed in Trigonometria sferica, 
a misura che i triangoli di che si occupa sono dell’ una o dell’ al- 
tra specie ; ma in quest'opera non va inclusa la trigonometria 
sferica. 

DeflAixionI delle linee trlsonoineiriehc. 


229. Avendo un angolo ACM, se col centro C e con l'in- 
tervallo CA si descriva l' arco AM , e da’ punti A cd M si tiri- 
no le AT, MP perpendicolari a CA , per 
modo che 1' una incontri in T il raggio. GH 
prolungato, e l’altra in P il raggio CA, le 
quattro rette MP, AT, CT, AP si chia- 
mano rispettivamente il seno, la tangente, 
la segante ed il seno verso dell’angolo ACM, 
0 dell’arco AM; laonde dato un arco : 

Il seno è la perpendicolare che da un estremo di esso si tira 
sul raggio che passa per l' altro estremo. 

La tangente è la porzione delta retta che tocca l’ arco in un 
estremo, e resta intercetta fra il contatto ed il raggio che passa 
per r altro estremo. 

La segante è il raggio condotto per un estremo dell'arco, e pro- 
lungato fino ad incontrare la tangente tirata per l'altro estremo. 

Il seno veì'so ò la parte del diametro condotto per 1' origine del- 
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l'arco, la quale resta. intercetta fra la detta origine ed il piede 
del seno. 

Or quando l'angolo ACM o pure I’ arco AM si rappresenta xon 
un simbolo a, le mentovate linee sogliono indicani con 


sena, toga, sega, senva. 

230 . Due ardii diconsi eompiementali se terminano in uno stes- 
so punto della circonferenza , ed hanno origine negli estremi del 
quadrante che li contiene o che è contenuto in uno di essi._II 
seno , la tangente, la segante ed il seno 
verso di un arco si son chiamati rispetti- 
vamente coseno, cotangente, coseganU, e 
coseno verso dell'arco comjdemento. Cosi 
"nella figura essendo BM il complemento 
dell'arco AM, le rette MQ, Bi, O, BQ, 
che sono il seno la tangente la segante 
e il seno verso dell’ arco BM, saranno 
rispettivamente il coseno la cotangente 
la coscgante ed il coseno verso dell’ arco AM , per modo che si 
hanno pure le altre notazioni. 



MQ = cosa, B(=scota, Ct = csga, BQ=cosva, 

poiché MQ eguaglia la retta PC , cosi il coseno di un arco può 
anche definirsi esser la parte del raggio intercelta fra U centro ed 
il piede del seno. 

Tutte queste rette con nome complessivo vengono chiamate li- 
nee trigonometriche, e sia bene il dichiarare fin da ora che tanto 
ad esse , quanto agli archi computabili da un punto fisso come 
origine e simboleggiati per mezzo di lettere , si possono appli- 
care le identiche riflessioni fatte nella fine del numero 196, e 
però se stabiliscasi, una direzione per gli archi positivi , i ne- 
gativi debbono valutarsi nel senso opposto; cosicché, stabilito il 
punto A come orìgine degli archi, convenghiamo valutare i po- 
sitivi nel senso ABA'B'A, ed i negativi secondo AB'A'BA. 

Per quanto concerne gli archi eompiementali é d’ uopo aver pre- 
sente die per gli archi di cui A è l'origine, quella de'loro com- 
plementi é in B, e che questi son positivi se procedono da B 
verso A r e negativi se da B verso A'; per conseguente gli ar- 
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chi oegatiTì, cioè quelli che procedono da A verso B'A'BA, han- 
no sempre i complementi positivi , mentre gli archi positivi han- 
no i complementi positivi se sono minori del quadrante , e ne- 
gativi se sono maggiori; e se rappresentasi , come è d’ uso , con 
2 r la circonferenza di raggio 1, e con a un arco positivo, — a 

ne sarà il complemento ; e se l'arco è — a, il complemento sa- 
rà ìn-H>. sicché stando alle convenute notazioni algebriche possia- 
mo definire altrimenti gli archi eomplemtUaii, dicendo esser quelli 
la cut somma algebrica è quanto il quadrante. 

231. Che se la somma algebrica di due archi è quanto la 
semicirconferenza n , essi diconsi supplementi 1’ uno dell’ altro ; 
perciò dell'arco a è supplemento l'altro n — a , e dell'arco — a il 
supplemento è n-i-a. 

É facile ripetere su gli archi supplementali le medesime osser- 
vazioni fatte per i complementi , ed all’ uopo è sufficiente ricor- 
dare che i supplementi hanno origine nell’ estremo opposto del 
diametro che passa pel punto, in cui hanno cominciamento gli ar- 
chi , e che son positivi se procedono da A' verso B , e negati- 
vi se al contrario ; laonde per gli archi positivi i supplementi 
saranno positivi o negativi a misura che i primi sono minori o 
maggiori della semicirconferenza ; e per gli archi negativi i sup- 
plementi sono sempre, positivi. 

Volendo determinare geometricamente il supplemento di un 
qualsivoglia arco AM, basta condurre per 1’ estremo M di esso 
una parallela MM’ al diametro A A' che passa per l’ origine A, si 
ha cosi r arco AM* il quale eguaglia A'M e che del pari sarà 
il supplemento di AM. In tal modo operando i supplementi avran- 
no la medesima origine degli archi , e come questi saranno po- 
sitivi , o negativi se procedono da A verso B, o pure al contra- 
rio da A’ verso B', il che si verificherà nelle stesse circostanze 
or ora indicate. 

De’ valori delle linee irlsonometrlebe. 

232. Egli è ben evidente che tutte le linee trigonometri- 
che variano in lunghezza ed in posizione al variar dell’ arco cui si 
rapportano: or se supponesi che un arco, avendo principio in un 
determinato punto , passi per tutti gli stati di grandezza , e sia 
accompagnato sempre dalle corrispondenti linee trigonometriche. 
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vedremo da qui a poco che ia lungliezza assoluta del seno e del 
coseno varia tra zero ed il raggio , e che le tangenti e le^ co- 
tangenti possono acquistare nn qualunque valore compreso fra ze- 
ro e I' infinito , mentre la Segante c la cosegante hanno il rag- 
gio e Tinfinito per minimo e massimo stato di grandezza. Ma 
per quanto risguarda la posizione di loro si noti che la è sem- 
pre valutabile sopra rette fisse : ciò è manifesto per le tangenti , 

perchè sono costantemente allogate 
su la retta TT', e procedono da A 
verso T qualora gli archi, che prin- 
cipiano sempre da A , hanno il loro 
s termine nel primo o nel terzo qua- 
drante ; esse poi son dirette nel sen- 
so opposto , cioè da A verso T' se 
gli archi si arrestano nel s e ondo o 
nel quarto quadrante. 

E riflettendo che se dal punto M , ove termina un qualunque 
arco AM ,‘si conduca una perpendicolare MQ al diametro BB' 
perpendicolare a quello che passa, per l’origine A , la parte CQ 
eguaglia in ogni caso il corrispondente seno MP, si resta persua- 
so che i seni possono sempre valutarsi sopra la medesima retta 
BB', e si verifica aver tutti origine comune in C , ed e^r allo- 
gati nella parte superiore GB, se gli archi cui appartengono sono 
minori della semicirconferenza , e nella parte opposta, cioè sopra 
GB' , se gli archi eccedono la mezza circonferenza. 

Le seganti partono tutte dal centro del cerchio e mutano la 
loro posizione nel passare da un arco ad un altro, ma volendo- 
sene valutare la direzione sopra una retta fissa, conviene condur- 
re la tangente all' arco nell’estremo M ove esso termina ; cosi, 
quale che sarà l'arco AM, la segante GT sarà sempre eguale a GS 
(a causa de'triangoli eguali GAT, GMS); ma quest' ultima avendo 
principio in G si troverà sempre sul diametro AA' dall'una o dal- 
r altra parte del centro, verificandosi che le seganti degli archi 
terminati nel primo e nel quarto quadrante hanno direzioni op- 
poste a quelle relative agli archi che terminano nel secondo o 
nel terzo. 

Pel coseno, per la cotangente, e per la cosegante di un arco AM, 
che sono corrispondentemente il seno la tangente e la segante del 
complemento BM, debbonsi ripetere le precedenti osservazioni ri- 
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colmando che B è la origine de'complomonti , e si può conehiude- 
re, 1.0 che i coseni degli archi ù quali terminano nella circonreren- 
za BAB', procedono tutti perdo stesso verso, cioè da C verso A, 
e che quelli degli {archi terminati nell' altra mezza circonferenza 
BA'B* procedono inel senso opposto, cioè da C verso A' ; che 
le cotangenti essendo -allogate sulla retta tt', a cominciar da B , 
soni tutte dirette - secondo iBt, se gli archi partendo da A termi- 
nano nel primo o nel terzo quadrante,-e procedono in senso oppo- 
sto se tm'minano in uno degli -altri due quadranti; e 3.° tioulmcn- 
te che le coseganti si possono rapportare sulla retta BB' e che, par- 
tendo dal centro, )SÌ rivolgeranno dalla parte B qualora apparten- 
gono ad archi terminati nella semicirconferenza ABA\ e dalla par- 
te B' se Bit riferiscono ad, archi compresi ifra la mezza e la in- 
terui circonferenza. £ osservabile intanto che . tutti i diversi archi 
terminati ( in uno stesso quadrante hanno dirette nel medesimo 
senso le linee> trigonometriche dello stesso nome. 

Avendo veduto che ogni linea trigonometrica , variando l' ar- 
co cui appartiene, può avere due direzioni -opposte , no segue 
che (piando il loro valore vien simboleggiato con > lettere, è ne- 
cessario, stabilire secondo quale delle due direzioni debbasi Qssure 
lo andamento delle positive (496), aflin di restare cosi assegnale 
di conseguenza le contrarie direzioni per le negative. Per tanto si 
è convenuto- riguardare come .positi ve /tutte le lince trigonome- 
triche degli archi minori di un quadrante , e quindi i seni lo 
tangenti die seganti positive proccdo- 
- no rispettivamente da C verso B , da 
A verso T, da C verso S, e le negative 
, nel senso opposto ; mentre i coseni le 
~ cotangenti e le coseganti positive son 
dirette da. G verso A, da B verso (, da 
C verso B, e le negative in senso con- 
trario. I 

Posto ciò , riesce facile il compren- 
dere quale segno convenga all* linee trigonometriche -di un arco 
qualunque, come AM",‘ da rappresentarsi con a ; poiché stando 
alle cose dedotte si ha 

M''P"=CQ'=8^no, .AT— toga, ^CS'=scga, 

M"Q«=CP"=0 (»o, •Bl=cota, ,Cs'=csgo, 

e quindi apparisce come pel detto arco AM", ad eccezione delle 



. • 


Digita jd by Googic 


186 


«EOMCTIiU ARAtmCA ■«- SBZIOMS - 3 .* . 


' .i/i . 


Ungenti e delie coUngentl, che sono positive , le Altre r^e 
no tutte negative, perchè seguono {«ecisamente: la direzione op- 
posta a quella sUbiliU per le positive. • 

Praticando simili osaervaziOni per altri aithi, potrà conohiudeni 
che quelli terminati nel primo quadrante han positive iutts le 
loro linee trigonometriche, quelli terminati nel secondo quadrante 
hanno positivi solo il seno e la oosegante , quelli terminati nel 
ter») hanno positive solo la tangente e la cotangente, e finalmen- 
te che quelli terminati nel quarto quadrante hanno positive solo 
la segante ed il coseno. 

Il seno verso ed II coseno terso sono sempre positivi, etarift- 
no tra zero ed il diametro; poiché qualunque sìa l'arto, sego»- 
no costantemeute la primitiva direzione, 'cioè il seno verso è di- 
retto da A verso A', ed il coseno verso procede da B verso B* : 
ma di queste due linee non ci occuperemo di vantaggio essendo 
rarissimamente usate, e però quando parleremo delle linee' trigo- 
nometriche intenderemo parlare delle' sole sei che rimangono , e 
che diconsi linee principali. 

233 . BesU ora a tener parola dei valóri corrtliUivi delle Ih- 
nee trigonometriche, cioè lo esaminarne la grandezza una col 
segno che l' afTetU. AU' oggetto supponghiaroo che il punto A per- 
corra la intera circonferenza nel senso 
m ABA', si comprenderà di leggieri che 
' : il seno è nullo quando l'arco è zero, e 
che il primo aumenU positivamente al 
'crescere del secondo; ma quando l'atto 
giunge ad eguagliare il quadrante , la 
"• lunghezza del seno pareggia quella del 
ol raggio ; e poi diminuendo' per gli archi 
' ''maggiori del quadrante, si annulla di 
nuovo quando l’arco anà'raggwigiiato la mezza circonferenza. 
Continuando a crescere gli archi come ABM'M", i seni divengo- 
no negativi, e diminuiscono a misura che l' arco si accosta a tre 
quadranti, raggiunto il quale termine , il seno diviene — B ; e 
negli archi ntaggiuri di tre quadranti i seni, mantenendosi ne- 
gativi, van crescendo e si annullano nuovamente quando i primi 
avranno raggiunto la intera circonferenza. 

Sicché il valore assoluto de’ seni va compreso' fra zero ed il 
raggio, ed il valore correlativo fra — Be-fR: ma in ogni caso 
è notevole, ciò che d'allruude è befl evideote, che il seno di ud 
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f '«reo ^roggia la metà delia corda dell’arco doppio ; perciò «apen- 

' dosi che i laU dell' esagono regolare, del quadralo , c del Irtuiigoiu 

equilatero iscritti nel cerchio di raggio r sono espressi rispcttiva- 
1 mente da r, r^\ (*)»** *“ 

I I 

I sen30*=4r , sen45® =; ?rl/J , senGO* 

) per vedere i cambiamenti che subisce la tangente all’ aumen- 

I tar dell’arco, osseniamo che stando alla sua definizione, appari- 
sce chiaro esser nulla quando I' arco è tale , ed a misura che 
questo tende a raggiungere il (piadrante, la lunghezza della tan- 
gente ingrandisce rapidamenle, di modo che quando l'arco avrà 
ragguagliato un tal limite , la lunghezza della tangente è dive- 
nuta ipaggiore di qualunque quantità assegnabile , ossia infinita. 
Intanto se 1' arco seguita a crescere, mantenendosi minore di due 
quadranti , e addiviene per es. ABM', allora il raggio che passa 
per li' non può incontrare la tangente menata dall' altro estremo 
A nella parte AT stabilita per -verso positivo , ma invece la in- 
contra nella direzione opposta in T; quiq^ è che la tangente 
I trigonometrica degli archi compresi fra uno e due quadranti so- 
I no negative; e come il punto T' si va accostando al punto A 
quando 1’ arco si avvicina ad AMAI, eoe! è chiaro esser la tan- 
gente di nuovo nulla quando l'arco eguaglia i due quadranti. Se 
r arco cominciando dal punto A termina in H'', le tangenti ri- 
cadranno sulla direzione AT e però saranno positive, e quindi pas- 
sando per riofinilo cambiano segno, e divengono negative negli ar- 
chi maggiori di tre quadranti e minori di una circonferenza. Va- 
ria dunque il valore assoluto della tangente tra sero e l’ infinUo, 
nel quale ultimo caso può essere limite di quantità positive o ne- 
gative ; ond' è che il suo valore correlativo va compreso fra -f- oo 
e — 00 . Intanto è rimarchevole che quando I’ arco è di 45° il 
triangolo rettangolo AGT è anche isoscele , e quindi AT=GA , 
vale a dire che la tangente dell’ angolo semiretto eguaglia il 
raggio trigonometrico- 

Il valore della secante può variare tra* limiti stessi della tangen- 
te , ed essa diviene infinita in tutti gli archi la cui tangente è 
auefae tale ; ma quando si tratta di archi cui corrisponde la tan- 

(*) Ciò si rileva dalla propoaUiooi 9 e 4 del 1V.° .libro della geometria di 

trgepdre. 
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gente odia , la segante è eguale al ràggio del cérchio , (lerò il 
segno di essa ò positivo j^r tutti gli archi il coi ieniiine cadìe 
a destra del diametro BB*, e nogatàvo (piando giace nella sciùl- 
circonrercnza BA'B'. 

Ragionando similmente pel coseno, si vedrebbe che al pari del 
seno il Suo valore può variare fra i limiti +R e — R, e che sarà 
zero per gli archi eguali ad uno o a tre quadranti. E poiché 0 
seno dei complemento di un arco è il coseno di questo , si ha 

cos 45® = sen 45®=i ir 

. I j 

.Egualmente si vedrebbe che i valori delle cotangenti e delie 
cosecanti possono variare tra — oo e -f • 

234. Gli archi negativi, quale che ne sia la lunghezza , han- 
no le linee trigonometriche eguali in grandezza assoluta i e (Od 
eccezione del coseno e delia segante ) in direzione opposta a quel- 
le che essi archi avrebbero se fossero positivi. Ciò diviene chiaro 
COR la semplice ispezione di una Agorà, in cui fossero segnati 
due archi eguali e diretti in senso contrario , unà con tutte le 
loro linee trigonometriche rapportate sulle rette Asse, di cui si 
è fatta parola ^ui sopra; ina lasciando al lettore la cura di for- 
marsi la figura i perché non possa cadere In equivoci, gli ricor- 
diamo (die i I oetnplemènti Haiind là stessa origine tanto per gli 
archi positivi « quanld pe' negativi. Dunque possiamo notare che 


Séh — à = — Seno , tng — a = — tnga , seg— a=sega 
cos — a— cosa , cot — a = — cota , csg— csg a 


235. Da uilimo giova osservare che sonc) eguali in valore 
assoluto tutte le linee trigonometriche dello stesso nome apparte- 
nenti a due archi supplementali , e (die ad eccezione del setto c 



della cosegante , le oltre hanno se- 
gni dissimili. Di fatto se AM, AM' 
sono i due archi supplementali rap- 
portati alla medesima origine, è chia- 
ro clic CQ, e CBS sono il seno e la 
cosegante di entrambi , e che alle 
rette AT e CS che sono la tangente c 
la segante di AM (a causa de'triangoli 
^ CAT, CSM rispettivamente eguali a' 
due CÀT'.CM'S'; sorto eguali ed opposte le altre AT' e CS', che 
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BORO l« Ungente e la Mgante dell’arto'supplemento AM^; casi pure 
GP e BG die son» iè coseno « la cotaagenta di AH, per simile 
ragione sono eguali’ e di opposta direzione alle rette GP', B<', che 
sono B coseno à lai cotangente di AM’r si hanno quindi le> fbcmole 

sen(n — a) = sena, Uig(»r— o)=— toga, seg(« — o)=— sega, 
C8g(i»— -a) s= csg a, cot (n--a)= — cot a, cos(ii — a) =— cos a, 

Defll nrehl ehe eorrlapoiid<ma nd mut mcdealnui 
linea (rlganametrlea; 


236. Qualora è dato un arco, la determinazione delie sue li- 
nee trigonometriche è sempre un problema determinato ; e tal 
sarebbe anche la i|unliune inversa, cioè, data una linea trigo- 
nometrica trovare 1' arco corrispondente dbe sia minore della 
circonferenza , benché nel prime caso il problema ammetta una 
soluzione, e nel secondo ne ammetta quattro , delle quali due 
positive e due negative. Ma potendosi considerare archi i quali sw- 
passino la. lunghezza di una o più drcooferenze , nulla impedisce 
d’ immaginare in essi le stesse linee di cui abbiam tenuto paro- 
la , ed allora in un dato cerchio trovare l’ arco corrispondente 
ad una data linea trigonometrica , è problema indeterminato ; 
laonde il nostro impegno è di assegnare le forinole, da cui si pos- 
sano dedurre tutti gl’ infiniti archi che convengono ad un dato 
seno , ad un dato coseno ec. 

Questa ricerca va eseguita mediante la osservazione che le li- 
nee trìgonometriche di un dato arco sono identicamente le stes- 
se di quelle appartenenti a tutti gli altri, che si formano aggiun- 
gendo al prjmo un qualsivoglia numero pari di semicirconferen- 
ze : poiché i novelli archi cosi formati hanno il loro termine 
nello stesso punto dell'arco dato : che se a questo si aggiunga 
invece un numero dispari di semicirconferenze , allora tutte le 
linee trigonometriche conserveranno lo stesso valore assoluto e, 
ad eccezione della tangente e della cotangente , avranno il se- 
gno contrario , perché in tal caso tuUi gli archi terminano in 
un punto ch’é diametralmente opposto a quello ove termina il 
dato. < 

É poi manifesto che se la data linea è il seno o il coseno, il 
suo yaiotc assoluto dev’ essere minore del raggio ; se fosse la se- 
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pnte • la cosegante , il valore corrftgoodcDte doanUie cupci» 
re quello del raggio ; e se fosse la taogente » la cotangente, per 
esse potrebbe esser dato no valore di qualunque graadezu. 

23i7* Dato il uno 0 la eougattu. Sia b il valore positivo dei 
seno o della cosegante di un arco ignoto X : sulla retta BB', ed 

a partire*^ ^ C, si tagli nel 
senso conveniente una parte 
CQ {fig- ). eguale al dato 



f miUi Q del seno si tiri la cor- 
da IIM' parallela al diametro 
fj. " AA', 0 che dall'estremo S del- 
la cosegante si conducano le tangenti 5M, 5M', si otterranno sem- 
pre due punti M, M', che determinano due archi positivi AM, 
AM' ed altri due negativi AD'M , AB'M', i quali hanno lo stes- 
so seno dato , O' la stessa cosegante : ma se , occupandoci prima 
de' soli archi positivi , rappresentiamo con a quello de' due eh' è 
minore del quadrante, cioè se Tarciasi arco AM=a, l'altro AM' 
sarè espresso da n — a, c se tanto all'uiio che all' altro aggiungasi 
nel senso degli archi positivi un qualsivoglia numero n di circon- 
fercnic, è chiaro cho tutti i diversi archi positivi cosi formati , i 
quali cominciano da A c terminano sempre in M o in M', a- 
vranno il dato seno o la data cosegante , o saranno compresi 
nelle due formole 


2«iH-a [1] t (2n-+-l) ir— a. [2J 

Se in queste espressioni si attribuiscono ad n valori negativi, si 
avranno pure tutti gli archi diretti nel senso AB’A' corrispondenti 
alle date linee. Di fatto il valore assoluto degli archi AB'M, AB'M' 
è rappresentato da 2ic — a , H-o • sicché aggiungendo a ciascu- 
no - di essi un qualunque multiplo k della circonferenza , tutti 
gli archi che terminano negli stessi estremi di loro , saran dati 
dalie forinole 2fcir-f-2» — a, 2feH-ir-H*, ossia da 

2lt-l-l)ir^-<l , (2k-f-l)ir-l-fl, 

c cangiando i segni, per rapportarle a'mcdosimi archi ma diretti 


# 


V 
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nel senso 4e' negativi, si avrà ■ ' ' ; - . 

j .> .1 . - I l • ■ 

— 2(*4-i>r-Hi , --(a»+*i)*^ ; ' • ' 


! 


e o>me — 2 (ili+l), - 7 - ( 2 A+ 1 ) esprimono due numeri negativi 
Tuno pari, l’altro dispari, cosi tutti gli archi determinabili con 
queste due formole lo saranno pure dalle precedenti ,[1J e [2J. 
sol'che vi si consideri n negativo. 

Quando poi il seno 0 la cosegante fosse negativa, la sopraindicata 
costruzione dà i punti M", il'", i quali determinano gli archi positivi 
ABM"=a, ABM"'=!2ir— All''’=2ir--AM"=»r2 -(«-.*) =3ir-«, 
e i due negativi AB'M"'e=— 2«-+-a, AM'"=t> 7 — a a'quali aggiun- 
gendo secondo la proprie direzione un qualsivoglia multiplo della 
circonferenza, le oorrispondenti notazioDi saranno, per gli archi 
positivi II' ■ 

2Aw— f-n I (2A“i— 3)tr— n, , i -i 

e pe’ negativi 

*-2()M-1>-hi —{2k-\y—a, 

» * . 


le quali tutte sono comprese nelle formole [l] e f 2 ] , e che 
perciò sono atte a determinare 1 tutti' gii archi X corrispondenti 
ad un dato seno 0 ad una data cosegante , ritenendo che in e- 
sprima un qualunque numero intero positivo 0 negativo , e che 
può; essere anche zero , ed inoltre che a- dinoti il più pieeoio 
arco posUivo corrispondente alla data linea. 

I 238. Data la tangente 0 ia cotangente. Si' tagli ■ sopra’ TT' o 
sopra II', a partire dal punto di contatto e nella corrispondente 
I ' direzione, una parte ^ale al dato valore 

che supponghiamo positivo, si unisca l’estre- 
mo della retta cosi determinata col centro e 
si prolunghi; si otterranno cosi i due punti 
M, M" nei quali terminano tutti gli archi 
• positivi o negativi che hanno ia data tan- 
^ * gente 0 la data cotangente. Ritenendo al sim- 
bolo a per indicare il più piccolo arco posi- 
tivo AM corrispondente alla data linea , 
!’ altro arco ABM", di cui la lunghezza eguaglia mezza circonfe- 
renza più r arco AM , sarò indicato da « 4-0 ; quindi gl’ innume- 
revoli archi positivi terminati in'M" saranno espressi da 





> M . 
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Gli archi negativi poi AB'M, AB'H" nio rappresentati da— 

e quindi gli altri archi negativi terminati negli stessi 
punti M,M" saranno egressi da 

_ _(2*+l>+«, ; 

le quali espressioni una con le precedenti sono comprese nella 
sola formola 

fw-Hi, 

/ 

in cui n può eguagliare qualunque numero. E quando b data li> 
nea fosse negativa, la coetruiiene darebbe 1 punti M', M"', nei 
quali hon termine i due ardii positivi ABM' ABM'", i due ne- 
gativi AB*M.', . AH'", e I tutti; gii allri che si formano aggiungen- 
do a ciascuno di essi un qualsivòglia numero di circonferetoe ; 
ed essendo 

ABM'=a . ABM'"=2^AM"*»2.r-.rA'M'=*--i-«, 
AB'J4'=— a^r-l-a , AM"'=— 

I I 

aggiungendo m’ primi due 2Jbr ,i ed V secondi —2tr ,<ai atTamio 
le «pressioni 

Skif+io , (2it-ftl) w-H* , 

le quali sodo comprese i in «xv^-ranquolora si stabilisco per n un 
convcBiente vaiorciiinteeo positivo o‘ negativo, od anche nullo. 

i239. f/Ao/a. la il co$mo. Con ragionamenti affat- 

.b>. simili-'Si troverebbe, la I formola 

♦i ■ • 

Xs=2«jr dta , 

■tt'lastoni , fr« le : linee SrigoMOMetrlche degli arehl 
die diffcrlwrene per . iin nniUlplo della ecmlcireen- 
Cercnsa o del quadrante. 

,.240. mediante, r osservazione del numero 236, c le nozioni 
date ne' due precedenti ,.,8it. potrebbe dedurre una moltitudine di 
relazioni fra le linee trigonometriche di archi , i quali diffe- 
rissero per multipli della semicirconferenza o del quadrante : 
ma volendo limitarci a quel tanto che basta per una bene in- 
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tesa iBstitiulone notiaiDa sob quanto segue. L’ossenazbne citata 
dà immediatamente 

sen(2it«-f^) = senà, co8(2fcr-Hi) = cosa 

gen [( 2 *± = — sen a, cos [( 2 *± 1 ) * 4 - 0 ] = — cos a 

ed essendo sen (w— a) = seno, cos(w — a) = — coso, si ha pure 
sen[( 2 * 4 -l) *r— o] =Ben o, cos [( 2 * 4 - 1 ) «—'o]=: — coso 

sen[2(2*4-l)>r— o]= — seno, cos[ 2 ( 2 * 4 -l)v — o]=coso ; 

or queste relazioni possono tutte essere dedotte dalle sole due 
sen(nir 4 -o)=( — l)"seno, cos(nw 4 -o) = (— l)"coso, [IJ 


nelle quali il numero positivo n può supporsi qualunque ; di fat- 
to quando esso è pari i coefficienti de’ secondi membri sodo po- 
sitivi, e quando è dispari sono negativi, e perciò queste uUhne Ibr- 
mole quando n è pari s’identificano con le prime due, e quando 
è dispari con le seconde due ; che se poi d è negativo, esse fòrmo- 
le si cangeranno nelle ultime due coppie, poiché sen — a= — sen a, 
cos — a= 4 -cosa. ‘ 


In queste formole 1 ’ arco a è supposto minore della semicir- 
conferenza, ma quand’ anche ne fo»e qualunque la grandezza ed il 
segno , esse formole sussisterebbero , e sar^be facilissimo convin- 
cersene ragionando, come sopra, a cominciar da uno di tali archi. 

241. Se all’ arco AM=a si aggiungesse un numero pari di 
quadranti sarebbe lo stesso che aggiungergli un numero pari o 
dìspari di semicirconferenze, quindi i Seni o 
coseni degli archi che differiscono per un mul- 
tiplo pari dei-quadrante, sarebbero dati dalle for- 
mole [ 1 ]: ma se all’arco primitivo AM=a si 
aggiungono eccessivamente 1, 3, 5, 7.. ..qua- 
dranti , gli archi rieltanti avran termine in 
uno de’ punti M', M'"; or come dell’arco AM' 
il seoo ll'P' eguaglia il coseno CP dell’arco complementalc AM=a, 
e trovasi diretto nel senso de’positivi, mentre dell'altro AM'M"' 
il seno eguaglia P'M' ed è dirètto in senso contrario; cosi, 

facendo osservazioni simili pe’ coseni, risulta 

25 
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8cn(? + a)=cosa , co8(yH-o)= — sena 


sen(3^-{-a)= — cosa , 
8en(6i -4-a)=co8a , 


cos( 3; + a)=sena 
cos( fi Y+ <*)= — se® <* * 


formole che vanno tutte comprese nelle due seguenti 


scn[i(2iH-l)-Hi]-=(— l)"coso, 


* 1+1 


cos['(2n4-l)4-aJ =(— 1) sen a , 


[ 1 ) 


e che si possono scrivere diversamente introducendo il simbolo 
i per dinotare un qualunque numero impari 2n+l> cliè allora da 

I 1 

«=*H-1 ai ricava n=-y, e le forinole {decedenti addivengono 


#— t 


sen(i I) • cosa. 


<+• 


[3] 


ees(* s4-a)=(— 1) ‘ sena. 


Seguendo un procedimento analogo per la tangente e cotan- 
gente , e per la segante e coseganlc , si otterrebte 


tng(fji*-H»)=tnga 
t ng (4-f-a)sa— cot a 

\ 

seg (»n*-l-o) = (— l)"seg a 

iti 


cot(fw-H»)=coto 
cot{i^+a)=— cota 
csg (mt-t-a) = (— l)"c8g a 

i—t 


seg(«s-H»)=(— 1) ■ csga, csg(«i-|-a)=(--l) » sego. 
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Riduzione delle linee IH sanometrlehe 
■1 primo quadmute. 

24 ’ 2 . Da’ prìndpii che abbiamo esposto fio qui, non meno 
che dalle forinole testò trovate , segue che la calcolazione del- 
le linee trigonometriche di un arco X comunque grande può farsi 
dipendere da quella di un altro minore del quadrante, lo che 
dicesi riduzione delle linee trigonometriche ed primo quadrante. 
Di vero togliendo in prima tutte le volte eh’ è possibile la inte- 
ra circonferenza dall' arco dato , la linea di cui si va in cerca è 
identica a quella del residuo , e se questo è maggiore di mezza 
circonferenza la si tolga, -e le linee trigonometriche del nuovo 
residuo ( ad eccezione delia tangente e della cotangente, che ri- 
mangono identiche ) saranno eguali e di segno contrario a quelle 
del primo: in fine se l’arco residuale è maggiore del quadrante, 
le sue linee si potranno dedurre dal supplemento di esso (234), 
il quale sarà minore del quadrante. Cosi per determinare ad e- 
sempio il seno dell’ arco X=1104**, si ha 

. sen 1104® = sen(3.260®-+-324»)=sen324®=8en(180®-+-144») 

= — sen 144®= — sen54®. 


Ma la determinazione delle linee trigonometriche degli archi può 
anche farsi dipendere da quelle di altri che siano minori della 
metà del quadrante , ossia minori del primo ottante , poiché se 
l’arco minore del quadrante , cui si perviene operando come so- 
pra , eccede quarantacinque gradi, il seno la tangente e la se- 
gante di esso saranno eguali al coseno alla cotangente ed alla co- 
sega n te del suo complemento , il quale sarà necessariamente mi- 
nore della metà del quadrante. Sicché le linee trigonometriche le 
quali importa calcolare son quelle relative agii archi compresi fra 
zero ed il primo ottante, cioè fra 0®, e 46®. 

243 . Tutti gli archi X a’ quali corrisponde una medesima 
linea trigonometrica ( , che supponghiamo essere un seno , qua- 
lora vengono rapportati al cerchio di raggio R, diverso dall’unità, 
si esprimono per mezzo della formola 

X=Ar. sen t , 

in cui la lettera iniziale A è maiuscola , per distinguere questo 
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caso da quelki in cui l'arco Tosse yalutato Ael cerehioni raggio 1, 
per il quale si adopera la iniziale minuscola. 

Intanto è da ossenare che la espressione x dell'arco simile, o 
dello stesso numero di gradi , da vriutarsi nel cerchio che ha per 
raggio l’unità, sarà data dalla formola 

„ l 

ar=B.ar.sen-n-: 


ciò deriva dacché gli archi simili, cioè quelli che misurano Io stes- 
so angolo, non meno che tutte le loro linee trigonometriche dello 
stesso nome, sono proporzionali a’ raggi de’ccrchi cui appartengo- 
no (•). Di fatto, quando CM=R, Cm=l, MP=t, 

si ha 1 : R :: mp : 1 : R :: arc.am : Arc.AM 

t 

mp=g-, 



d'onde 
ir~k e perciò 


Arc.AM=Rarc.am. 


X=R.ar.sen-j^ 


Per la proporzionalità delle linee (Vigonometriche omo- 
nime ( , ('a' raggi R ed R' de’ cerchi cui appartengono avvie- 
ne che quando son conosciuti i valori delle linee trigonometri- 
che di archi computati nel cerchio di raggio R, si possono dedu- 
re, con una semplice moltiplicazione, i valori di quelle relative 
agli archi simili e di raggio diverso R': in fatti dalla proporzio- 
ne si ricava l' = R’^, e quando R=1 si ha t’=R’<. Adunque se 


fossero calcolati i valori delle linee trigonometriche relative al 
cerchio di- raggio uno , e che diconsi seni naturali, coseni natu- 
rali ec. moltiplicandoli pel fattore costante R', si otterrebbero i 
valori delle lince omonime relative al cerchio che avesse per rag- 
gio r anzidetta costante R'. 


(*) Cbe gli archi timQi siano proporiionali a’ loro raggi A dimostralo nel co- 
rollario della proposiiiooe XI del quarto libro della Geometria di Legeodre; 
e cbe agli stessi raggi siano proporzionali le linee trigooómeiriche omonime, 
si appalesa nella fìgora , a causa della similitudine de' triangoli cbe ri sono e 
degli altri che si potrebbero segnare negli archi complementi. Sicebi rappre- 
sentando t,l’ due linee trigonometriebe omonime di due archi simili che aves- 
sero R ed &’ per raggi , si ba ( ; (’ B : B’. 
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Relwclonl ftondumeutall' delle linee Irlcnnometrlehc; 


245. Determinate graflcameote le linee trigODometriche {H-in- 
cipali di un arco qualunque AM=a, esse formano sempre tre trian- 
goli CPJM, CAT, CBS , i quali sono evidentemente rettangoli e si- 
mili fra loro (*). Or siccome la similitudine di due trian^li con 
^ un terzo porta con se quella de' primi, 
così le tre proporzioni che sussistono fra’ 
Iati di questi sono conseguenza delle sei 
che risultano dal paragone di essi col 
terzo triangolo : ma in ogni coppia di 
triangoli simili una delle tre .proporzioni 
eh’ esistono fra' lati è compresa nelle al- 



1 


I ' 1' 1 

\ 

... 



< . • 


1 

' f * 


tre due, quindi il paragone de’ tre triangoli formati delle linee 
trigonometriche di un orco dà luogo a quattro proporzioni distinte; 
ed inoltre , poiché dall’esser rettangolo un solo di essi dev’esserlo 
parimenti ciascuno degli altri due, atteso la loto somiglianza, cosà 
tutte le relazioni distinte fra le linee trigonometriche , si ridu- 
cono a sole cinque. Adunque il triangolo CPM per aver l’angolo 
in P retto , e per esser simile all’ altro CAT , dà ' 


MP’-|-PC* = CM*, 

(^ia 

sen*o-f- cos*«= R", 

[1] 

CP : CM :: CA : CT, 

» 

Rsena'" 
‘"«®=-os« ' 

[2] 

CP : CM :: CA : CT, 

» 

R* 

[3] 


e la somiglianza dello stesso triangolo CPM con l’altro CBG dà 
pure ' ' • 


CP : CM :: CB : BS, ossia / 

■ ^ Rcosa 
coto= — -, 
sena 

w 

PM ; CM :: CB : CS, » 

csga=-^— . 
® sena 

[8] 


Son queste le cinque formolo fondamentali, ed importando molto 
il ricordarle ne riportiamo la traduzione in linguaggio ordinario. 


(*] Quando l’arco dato eguaglia uno o più quadranti, i delti triangoli cessano 
di esislere, non pertanto quel che saremo per dedurre t pure applicabile a ta'ca- 
ai. Fedi la pagina $eguenti. 
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n quadrato del raggio egua^id la somma de' qiutdraH del se- 
no e dd coseno. 

La tangente di un arco è uguale al raggio moltipliéato pel se- 
sto e diviso pel coseno. 

La segante pareggia il quadrato del raggio diviso pel coseno. 

La cotangente vtguaglia il raggio moltipliéato pd coseno e diviso 
pel seno. 

• La cosecante di un arco è uguale al quadrato del raggio diviso 
pel seno. 

Frattanto si noti che nel caso in cui l' arco del quale si tratta 
eguaglia precisamente uno o più quadranti, il valore delle linee 
assegnato da queste regole è conforme a quello che si deduce di- 
rettamente sulla Sgara : ed avendo fatto rilevare Sn dal oomin- 
ciamento di questo numero , che i tre triangoli formati dalle li- 
nee trigonometriche di un arco sono tempre rettangcdi e simili 
fra loro , riesce oltremodo evidente la generalità delle anzidette 
regole in rapporto al valore assoluto delle linee: ma dalle mede- 
sime regole se ne deduce pure , ed in ogni caso , il segno e quindi 
la direzione: di fatto, se l'arco cui si rapportano le lince è com- 
preso fra il secondo ed il quarto quadrante, il seno ed il coseno 
di esso sarcld>ero negativi (235), quindi le formole [IJ • • . [5] mo- 
strerebbero che la tangente e la cotangente sono positive , e che la 
segante e la cosegante sono negative; e potendo far simili riOe^ioni 
per qualunque altro arco, si riviene sulle osservazioni dei num. 233; 
ed inoltre osservando che le cinque formole restano inalterate col 
cangiare a in — a , si può conchiudere die le medesime sono gene- 
rali , potendosi adoprare un vantaggio a fin di giudicare immediata- 
n^nte del segno o della direziono di una linea di dato arco, che 
anzi con la semplice ispezione delle formole [5J e [3] si rileva come 

il segno del seno di un arco i sempre simile a quello della cotegan- 
te, ed il segno del coseno è sempre sitnile a quello della secante. 

246. Nel fine di esercitarsi al maneggio delle trovate for- 
molo , ed anche per pruovare co’<fatti che tutte le rimanenti pro- 
porzioni, le quali sussistono per effetto della considerato simili- 
tudine de’ tre triangoli , sono conseguenze di quelle da cui han- 
no origine dette formole , osserviamo che la relazione [4j com- 
binandola con l’altra [2j dà 

cota=«^“=R* : 

sena cosa toga 
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d’ code le altre regole : la cotangerUe di un arco eguaglia il qua- 
drato del raggio diviso per la langenle , e viceversa la tangente 
uguaglia il quadralo del raggio diviso per la cotangente, ciascuna 
delle quali , atteso la semplicità , può sostituirsi con vantaggio 
alla [4] , e si avrebbe potuto ricavare direttamente dalla propor- 
zione toga : R :: R : onta, la quale deriva dalla somiglianza dei 
due triangoli CAT, CBS : e da ciò apparisce che ti segno della 
langenle è sempre simle a quello della cotangente. 

Parimenti essendo 

tngo=B?É5«=:?!n«.JRl, 

cosa R cosa 

ed il secondo fattore dell’ ultimo membro, per effetto della re- 
lazione [3J, essendo uguale a sega, avviene che 


tngo==- "** ossia che R: sena :: sega : tnga , 

Il ' 

in conformità di quello che risulta direttamente dal paragone 
della prima coppia de' triangoli simili considerati più sopra. 

Goal pure, a causa delle relazioni [4] e [1], ai ha 


sena: 


.Rcoso_Rl/R*— sen*o 


cota 


cota 


e quindi 


. R* — R»8cn»o . R« 

sen*a= _ , donde aen-a=^ _^^ ^. 


cut* a 


e questo valore sostituito nella formola [5], dopo averne elevato 
a quadrato i due membri , darebbe 


csg*a=R*: 


R* 


R*-|-cot*o' 


=R*-H»t*« > 


lo che costituisce un’ altra relazione, la quale avrebbe potuto de- 
dursi dal triangolo rettangolo CSB. 

Si proverebbe in modo affatto simile che dalle formole princi- 
cipali si possono dedurre tutte le altre relazioni che nascono dal 
paragone diretto de’ tre triangoli indicati dapprima. 

247. Avendosi dunque cinque equazioni fra sei linee trigo- 
nometriche, è chiaro che quando fosse conosciuto il valore di una 
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qualunque di esse , potrebbe dedursene quello di ciascuna ddle ri- 
manenti facendo' uso delle ovvie re^le di eliminazione. Cosi po- 
sto che fosse noto il valore di sena, l’eqùazione [IJ darebbe 


e quindi 


cosa 


= V/R» — sen’a , 


Rsen g _j Bsen a 
tnga |/R*^seh a ' 

R« R» 

®®8®“cosa seii*a ’ 


Rcosa Rf^ R* — seii*« 

cola = = , 

sua a scn a ' 


csga = 


sena 


Similmente se fosse dato tnga, eliminando fra l' equazioni [1] 
e [2] cosa, o pure sena, si avrebbe iJ valore di sena o quello di 
coso (*), cioè 


e quindi 


seno=--J‘?"5.1^ 

R*+tng*o 


cosa= 


R* 


K‘-+-'tng*o * 


R* 




Rcosa R* 

cota= =. , 

sena tuga 

. C8gg = ll=^*+^-n«l« , 
sena tngo 

Simile procedimento farebbe trovare il valore delle lince trigo- 
nometriche in funzione del coseno, della segante ec. 


(*) La elimintzlboe di seca si faciliu con lo aggiungere R* ad ambo i mem- 
bri dell’eqoaiioae [Zj dopo di averli inualzali a quadralo , chi allora si ba 




R* geQ* a _ R«(a en*o-t -cos*a) _ E* 
coa*a ~ cos'o ~ còs'a’ 


e quindi . 



cosa 


, R*_ . 

|^H*-f-tng»a ’ 


e dalla stessa fomiola [2 ricaTaudosl scn , ta semplice sosUlu- 

R 

zione del trovato valore di cosa darebbe quello di sena, quale appunto è scrit- 
to nel testo. ■ 


Digilized by Google 



CAP. I.-^MZf0!IIT m»CIPA^--l|m* Uta»;«i60.N0M. itti 


£a dd Ttkte cUe . yrosedto eiàscana d«Hc tevMitb .che 

precedono,' « ^*e sono'affeUe d» i» Màioal*V ,é c^nota ^ 
Tesservi, secondo una mpdesiina direzione, due soli ar^ ini- 
nori delia ciréonfcrénza, ’cht possono avere qiieH». stessa. linea jri- 
gonometrica^con là ^uale si sono espresse ^fte , la aStre t però 

ne’ casi paflicola'fi , essendo precisolo quale de' due afthi ha la 
data lineo , si. saprà dS consegneora quale debb’ essere, il SB^o 
della liaea che trovasi espressa In funzione di quella e quindi 
si’ Conoscerà con <ÌMale. segno «tebbàsi cónsidcraQ» 41. radioale. , 
248. bi tutte le JwmOle esibite jl pinnio rofembro è scrajOT 
una retta, e però non’ essendovi unità esplicita, esse séno tìmó^- 
nce;'ma quando suppòfiesi |1=^> la coodiziooe di omogeneità ^a- 
.risce affatto (19Ì) ; cesi. oelVipotési che t esprime la tan^nto trÌg<H 
honìetrica di un . arco del cerchio di raggio 1, ài ha > 

w , 



csg m = 


VWi^ 



non pertanto sarà oltréraodo fàcile far divenire = onwgeace tati 
(brmolc, e ciò con adoperare la regola del nujnnero 196, cosic- 
ché se «ifa uso del «mbblo fi per dinotare il raggio che si era 
preso per itnità, si ottiene ■ ■ • • • ' • 



ìt*-h tD^ m 


/ 


Premesse queste ideo , conviene occuparsi della ' sohitione di 
alcuni probtemi'., dn'^iuali derivano ipelte altre gelazioni fra le 
linee trigonometriche * relative ad archi che siano la sómma o 
la differenza d| altri ; e di queste relazioni noi esporremo solo le 
principali," onde far esser conqàeli gli el^aenti della teorica, delle 
funzioni circolari. ' 

) ' ' ' ' ■ ■ 

PROBLEMA . 

■ 249’. Dati a seno ed il coseno di ^ archi, trovare il seno 
ed il coseno deUa loro somma, e della loro differenza. 


Sieno AM .cd MM'' due archi rappresentati rispettivamente da 
a e b, e supponiamo in prirha che sian tali da far risultare la 

26 • 
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loro «Mniaa minore di.un quadrante. É iUtoMl raggio JR-deloer- 
CbioV e- suppongonst note le rette • i 

I* . MP=sena, 'PC=cosq,']kr^ QC=còs6, 

per lo .cui mezzo son da determinarsi le altre 

^ lB’P'=:scn(d-+-6), l»’C=cosfa-}-6). 

Fatta là costruzione della figura .. si v^o knmediatameulé che 

mV:=P'R 4-RM’=QS4-RM’, ' P'C=CS-?P'=CS-QR r 

è perchè 'il triangolò 'CPU è simile all’ uno e - all* altro de' due 
CQS ed M'RQ.. si hanno . le seguenti relazioni ’ : • 

€M : MP :: CQ : QS d’ onde 05= —^^ = s _en a co^ , 

> • Lnl K r 



Cir :GP ::€Q:CS,', . CS = 


CPyCQ cosa cosft 


CM 


R 


CM : a-n M'o'r Wa. . - MR = 


CU : PM :: U'Q : QB, > QR= 
risulto quindi ' 

' M'P'=scn (a-fè);= 


PMXM'O senasenfr 


CM 

seno cos6-f-sen6 '(OTo 


r R 

/ .’Ìn' cosorosi» — senosenfr/ 
CP'=cos(a-{-6)= .. 

-R , ^ 




Dippiù, prolungandosi M'Q sino ad M", il raggio CM di’ è per- 
pendicolare alla corda M'M" , dividerà l' arco sotteso per metà , 
ed in conseguenza M"M = MM'=6, sarà perciò l’arco AM"=o— ò; 
ed avendo riguardo alla uguaglianza evidente dc’due triangoli M'QR, 
M"QT, si ha 

*> ' 

M"P"= sen (o— 6) =QS— QT = QS— M'R', 
CF'=cos(a— &) =CS-+-M''T=CS-1 -Qr/ 
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e sostituendo alte tette lè già trovate èsptèssioni , si ottiene 

j ' ' '• ■ . ' • ■ 

” , ' ■ seiw cosà— sen6 cosa , - ^ ' 

sen(a— à)=- ■ ! - ; i 

A * 

. ■ . ' ,■ ./ cosa cosà^i-seBè cosa »• -J • . 

cos(a— 6)= — 

. • ' ' ■ . K 

le (piali forinole avrebbero anche potuto, d^ursi dallo j>rccedcnjti, 

ipatandovi il 6 in— à, ohè ciò non avrebbe apportato cangiawenlo 

in cosà, ma soie avrebbe mutato senà in — senà. Adunqne il , 

seno ed' il coseno della Somma o della differeaxa di due archi 

saran dati da ' " " ' 

' / IN coso cosà ± senà scn à \ 

sen(«±à) = • 

• ■ ■ - • - F8J 

Cosacosà=p sena senà \ - 
R • - / 


cos (a ± b) = 


ritenendo solo i segni superiori o solo gl' ipieriori , a soconda 
che si tratta della somma o della diliérenza dogli archi. 

250. Le. formole trovate reggono per quale che sia la gran- 
dezza degli archi,’ e, ciò si può veriflcare sopra' la figura, pur- 
ché vi si modifichi coDvenienteqicnle |a costru- 
zione, esi,abbia riguardo- a’ segui che couvie- 
, ne' d&re‘ alle lìnee. €osl se^'gli archi proposti 
siano AM=a éd fatta la costruzionc 

come vedesi nella figura, si noti che - . . . . 



sen 


laonde 


a=.MP,senà='M'Q, cosa= - 7 -CP e cosà== CQ, '' 

' ■ . ^ y * 


■ M'P' =? sen^ à-^ à)=P'R — RM' = QS— RM’ : 

ciò posto, per i due triangoli, simili CPM e CSQ si ha 

' ’ , . seno cosà 

CM : MP :: CQ : QS, e quindi QS=- 


H 


c per gli altri due triangoli M'RQ e CPM anche simili, si ha 


CM : CP M'Q : RM', d onde R3I'= 


CP.M'Q —senà cosa 

I ■ ^*T * - • 


CM 


H 
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e per comeguenta » . MenUcsttoente a.qiM^o si è trovato pib sopra,, 
verrà - ■ ■ - ‘ , 


M'P'= teD(o+à)= 


scfiA cosà+senà cosa 


R 

Un modo simile si^térrà pel coséno, e per qualunqiie altra com- 
binaziene di grandezza negli ardii C). 


(*) Il ngiobamefilo Atto per grn^liznre I» forinole fS] pnè rendersi indir 
prndmle delia fignra ; pertanto rirorditiDo che, esiendo qnaiuhqne la grandez- 
za dell'arco x, ai ha gampre tai — xs— seiix; ener-js^cosa!, io twnse* 
goenta le formple [sj trorate nall* ipoi^ di a ]> h, reggecanoo pon) quando 
per lo coolrario i a <^b, poiché alloca 

I aen 6 cosa— seno cosi 

sen (a— 6}:= sen — (6 — ó) :=ì — sen (b— 0 ) sa ^ ; , 


seno cosh — sen 6 cosa 

J 


, e similmente 


_coso eósh-l-sen omh . 


cos (o — h) sacos — (h— a) as eos (b — o) sa 

le qiiali cose mostrano che' nelle formole ^8] , purché sla « -}- 6 SO®, gli archi 
a e b possono arere.fra loro un qnalao^e 'rapporto Kma eonsMeraodo in es- 
se i soli segni superiori, sa si mota il b in — b, si ottengono quetle corrispon- 
denti a'soli segai inrerìori , e^ al contrario : risulta quindi che nelle formolo 
anaidclte il h , e per consegnenzà anche i' a , potrà racisrc per lo meno da 
-|-iìl“ à— 1#“; e per essere in oltre sen ( — a— à)sc seb— (of-}-i) = — sen (o-+-i', e 
cos ('— a— h) = cos (« -f- à), è d’oopo edDcfaiudere che le fOrmole in esame stis- 
sislnno apcha quando uno , o ambo gli archi si considerano negativamente fra' 
limiti assegnati, i quali per altro si possono estendere da 90® in 90‘, sol che si 
ricordi essere stu (90*-f-a')«os— o'àscosa', eoa o')sasen— a=— seu a' : 

in fatti se la grandezza deH'irco a dello formule, |sj snppoogasi. eguagliare 
Ó0®-}-a' (eseendu a'' compreso fra i limiti -f- 45“ e — 45*), allora sarà 

' scn(o-l-é)=*en(IIO“-|-o’-l-h), gen(a — i) = sen (90 >{- 0 ' — 6), 
cos (o -ì-6)=5cos {00“-i- o'-J- à), oos(a — b) i cos (9o"-l" a’ — b), 
e come l'arco 90“-f-o’-l-b ha per complemento — o'—b, e V altro 90®-J-a’ — b 
ha per cotnpiemenlo — (a'— b) ^ ed i séni e coseni di un arco sono rispettiva- 
mente il coseno ed il seno del complementó, così sarà 

CHS a' cos b — sen b sen a' 
sen (o-i-b)= sea (90® -J- a’-+t)=; cns — (a’-l-b )= — ' — ; ^ — i 

cos— (90,® — a)=scD a, e 

sen a cos b-f-senb cos q _ 


ma o'= a — 90°, in conseguenza cos a’=cos (a— 90®)= 

sen o'=— coso, risulta perciò sen(o-}-b)=(9d®-|-o’-f-b) ^ 

- ^ 

operando airoilmeate rispetto a, b , e ripetendo I’ analoga ragionamento per le 
ahre formale , si resterà contiulu della luru gcucrolilà, poteudusl del pari sup- 
porre o’ s: 90® -f- a" ec. 
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251. . Se Delle formole [7J si muta il b in 6-+-c, e quindi 

col loro meuo istesso si sviluppano U seno il coseno di H-c, si * 
avranno quelle che esprimono il valore dei seni e de'eoseni della 
somma di tre archi , cioè - . 

-»■ . * r 

sen (fl+è-f-c) = ron o cos 6 cos c — sen a sen è sen 
cos a sen ,6 CM c+ sen c cos o còs 

"cos (a-f-ò+c) = cos a cos 6 cos c — cos a sen è sen 
— cos 6 sen o sen e — cos c sen a sen 

cambiando in queste e, in è 4" d. e cosi di seguito si otterranno^ 
quelle relative a quattro, o anche a più archi. 

Determinati il seno ed il coseno' della somma di due archi si 
può facilmente trovare una qualunque delle altre linee, ma a tali 
ricerche Si aggiunga d'ordinario la condiiione di esprimere il 
valore della linea richiesta per mezro delle omonime degli archi 
semplici , locchè, atteso le relazioni esistenti le tineé trigo- 
nometriche- (2d5, e fui), non ne rende più difficile la soluzio- 
ne , e-pérò sari suUkiente .mostrarlo per la tangente , e per la 
Cotangente , per le quali soie è possibile ottenere risultaoienti 
scevri da irrazionalità. , 

252. Se i tre archi o i tre angoli a, b, c, eguagliano mez- 
za circonferenze o due angoli retti, avviene che la somma di due 
fra essi, per esempio 6-|-c. costituisce un angolo o un arcò Ch’è 
supplemento dell’ altro: perciò. ia conformità di quello che si è 
notato altrove (235) ;-si ha . 

cosa:?: — cos(ò4*e), ossia cos a = sen 6 sen r — cosbeose; 

ora trasportando al primo membro U termine cos b cos c, e quin- 
di elevando a quadrato i due membri della equazione , col sosti- 
tuire a' due fattori del secondo le espressioni equivalenti 1 — cos’ò, 

1 — cos*c, se si eOTetluisce la moltiplicazione e si tolgono i due 
termini che » distruggono ; potrà al risùltamento ^darsi la forma 

cos* a-|- cos* 6 -h cos* C-+- 2cos a cùs b cos c = 1 : 

in questa relazione adunque si ha un criterio onde concludere 
che la somma tee an^li rappresentali da a, b, c uguaglia 
quella di due angoli retti. 
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' ' PROBLEMA 2.0 V : ’' ' 

' V' ' ’ * '•-'■ ' '/V ■•■' ■ •■^ ., ■/ 

253. Date le tangenti di dae ardi, trovare la tangente del- 
la loro somma e della loro differenza. 


Poiché la tangente di un arco di qualunque grandoiza egua- 
glia il raggio moltiplicato pel seno e diviso pei coseno , si ha 


/ . i\ Rsen(a-j-fc) 

o- tag(a-H6) = . 

cos (a-H<} 


e sostituendo .nel secondo meiqbro' i valori del seno « dei cose- 
no della somma a-f 6, dati dalia formóla f7], verrà : 

^ . T f 

■ tng (/I 4- M — ^ fl COS 6 -f- sen 6 cos a) , V 

cos a cosà — senasenà ’ ' * • 


or se dividansi ambo i termini della frazione per cos a cos e 
si ricordi che il seno di un- arco diviso pel .coseno eguaglia la 
tangente dello stesso arco diviso pel ràggio , fatte le tlebite ri- 
duaiosL si trova 


■ ■ R*— tngatogà 

• 

Operando similmente si otterrebbe che 


[fO] 


tng(o— 6) 


^ R* (tnga — tngà) 
R* -f- toga tngà 




25 i-- Un procedimento analogo, 0 anche il sostituire nelle 
formole precedenti io lupgO di ciascuna tangente il quadrato del 
raggio diviso- per la cotangente, darà 



;Cot(o ±6; = 


cot a cot à'T B* 
‘ colo ± colà 


• [12J 


• 1 


Se poi occorresse determinare la tangente 0 la cotangente della 
somma di più archi, basterebbe mutare il 6 in à4*c facile for- 
molc tng (a-4-àj, cot (o-|-6), 0 poi fare i' nocessarii sviluppi; in se- 
guito mutando il c in c-i-d , e cosi successivamente si attigne- 
rebbe k) scopo. ' 
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'• PROBLEMA 3.® • , ; . 

" 255. Dato il $eno ed il coseno di tm òrco, trovare gueltt 
del doppio', 0 di m mùltiplo , di esSO. ' • ■ , - 

Se nelle formole ‘ 

sena cos6-f-sen6 ceso 


seD(a’+fr): 


R 


cos6>-sena senft ■ . 

■ cos(a+ 6 )=^ — ■■ j 

■ . . 'R . '■ 

successivamente suppongasi b = a, 2a, 3 a 'verrà 

2sena eosa- 


sea 2a. 


cos 2a = 


R 

cos’a — sen*a 


• [13J 


,^_ L8cng cos 2a4-sen 2a cosa 3 sena cos'a — sen'a 

-R ■ 

C08 ?fT— cos 2a— sena sen2a _cos*g— 3 cosa sena 


R' 


R' 


e cosi seguitando si potrà dUener sempre l'espr^ione del seno 
e del coseno di un arco multiplo, per mezzo delle stésse linee 
appartenenti all arco semplice , e per induzione facendo R=1 , 
potrebbero stabilirsi le formole ' ' 

' f m *g sep a 3 cos"*'^ a sens a + 

sen ma=< ff, (m— lXm-^2)(m— .3Xm— 4)(m— 5 )cos"*~fascnSg--ec 
' • . (l.v 2. 3.. 4 : 6. 6. ' ’ . 


_ m fra—1) _ « 

[cos a— - — cos o. sen* a -i- 

A* 4U» 

co*’"“”^m(m— l)(m— 2)(ffl— 3) _ 

vj 2 g ^ . eoa" a sento— ec. 




2flS . «KOMETim AKÀUnCA 8S2I05B &.* ' \ 

ma le medesime po^qo anche stabiiirsi con più r^jore , rica- 
vandole detto fhrmoie del • ' 

Nella seconda delle fermole [Id] » mcUend»"‘R=1 , se si so- 
stituisce' l—cos*a inveoe di 860 * 0 , o al contierio 1— sen*o iorece 
di cos*o, ^ otterranno due relvtooi che spesso s’incontraao, cibù 

eoa 2o 2cos*o — 1, cos2a=l^ — 2 sen'o. 

. PROBLEMA 4. 

256. Data la tatigente o la ' cotangente' di un arco, troeóre 
quelle dell' areo che eia doppio , o mvdUplo del primitivo. 


Facendo capo dalle formole flO] e ft2}. che, danno i valori 
di tng/fl-f-6) e di cot (o-|-6), e' supponendo in esse 6='o , si 
avrebbe ' 


. 2R*tnga _ „ 

tng2o = ^ fl41 

^‘-lugo* J 


'cet 2ó = 


cpt'O— R* 
2cot o 



io generale supponendo 6=(«n— Ijo) si avrà' 


B' [tnga+tHg(wi— l)a] 
" R* — tngatng(m — t;o’ 


<»tffia= 


cot acot(m— r l'a— R * 
coio-H»t(m — l;o 


(*) là fonnol* tronU dal citato Geometn * la segaeaM ' ■ 

(eoa a -f- 1 SCO a)*^ = eo$ m <t -f- sea rnà^- 

essa poi» ricavarsi muliiplicando U bioomio cosa i teaa per r altro 

di simile forma -j- — 1 senS, ed il loro prodotto rbo si troverà essere 

cas (o -|» it-i" |/— t se» (o -(- J) sa sj iqoltipiicberà di neovo per un tèrso fattore 

«ae-f l/^lsene.dtràeos(a-+-* + e)-H/=Isento-i-6-i-e), e cèsi di 

seguilo; sicché quando I fattori sono quanto il numero m-. e si Suppongano 
lutti eguali tra loro , cioè si faccia a = b=ies=.. reità la sopraserltu fbr- 
mola< Or se lo essa , -per^ mezao del biuomio di fÌEtrTow. si sviluppi il primo 
membro , e se n eguagli la parte reale al termine Mche reale del secondo mem- 
bro, e la immaginaria alla immaginaria, si avranno ì valori di cos ma e di seo ma 
scrini nel testo. ‘ , 

Questo ragionamento suppooq m intero e posiUvo . ma la Cormola regge pu- 
re per un qualunque valore di m , o non sarebbe difflcilc dame ragione Ibccu- 
do oso di considerazioni algebriche' elementari , e quelli tra’ lettori che prose- 
guiranno il corso delle matematiche, potràono Jeggeroe la 'dimosifaiioae gene- 
rale negli BUnMnti di ealtolo digteaniiaU «d mtegrtUe del nostro prefaapote 
sig. Tucci pag. 08 e 09. 
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Ollfe a ciò potrel)bero domandarsi le forinole generali con le 
quali si esprimessero 8 seno, il coseno o qualche altra linea di 
un arco multiplo, per mezio delle varie potenze delle stesse li- 
nee degli archi semplici , o il contrario : ma reputando sulhcien- 
te per una istituzione quello che ci troviamo di avere esposto, 
consigliamo il lettore, che volesse entrare in maggiori particoia- 
ritò sul proposito , di studiare il classico trattato di Trigonome- 
tria del CA 0 ^ 0 LI , ove nel cap. IX fra molte altre cose, troverà 
Sviluppalo tutto quanto abbiamo ora accennato. 

PBOBLEMA 5.0 

257. Dato il seno o il coseno di un arco , trovare quello 
della sua metà. 

Se nella prima delle equazioni fi 3 ] liberata da fratti, si so- 
stituisca per cosa il suo valore R* — sen*a, e quindi la si e- 

levi a quadrato , e si risolva rispetto a sen*a come quelle di se- 
condo grado , si trova 

sen*a = — ±|/ jlL sen*2«. 

2 r * 4 

la quale espressione si può semplificare con d^omporre la qunn- 

R* 

tità sottoposta al radicale ne* due fattori, , R* — sen*2a, c 

4 

col sostituire cos* a al secondo di essi, il che rende possibile la 
estrazione della radice, e fa risultare 

R* R 1 

8cn*a=. — ± — cos2o, ossia scn«n = 1(2R*± 2Rcos2a)< 

da cui finalmente si deduce 

sena = ±^j/' 2R*±2Rcos2a; 

e se nella prima delle formole [13] si fosse eliminato sen a in luogo 
di cosa, eseguendo un calcolo del tutto simile, sarebbe risultato 

cos a = ±1 l/2R"±2Rcos2a; 

ed affinchè si verificasse la condizione scn*a-|-cos*a = R* . è 
d’uopo che i secondi termini delle quantità sottoposte a* radicali 

27 
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(li seno e di <wo siano affetti da segni oontrarii; perciò mu- 
tando 2o in 0 , c per conseguenza a in fa, si ha : 

s(>nla = ±iV2R«±2Rcosa, 

cos^a = ^R* :+:2Rcosa. 

Per mezzo della prima di queste formale , dato che si è il cose- 
no di un arco , si trova il valore del seno e del coseno della sua 
metà, c conseguentemente si possono avere i valori delle altre li- 
nee : non pertanto è a notare che avendo riguardo a tutte le 
combinazioni de’segni che affettano le formole, si presentano quat- 
tro valori distinti per senia, ed altrettanti per cosia: esami- 
niamo quelli di SCI) la. duede'quali pareggiano in valore assoluto 
ì riinancntit c sono affetti da segno contrario; siffatta circostanza 
deriva da che si è introdotto l’arco o per mezzo del suo coseno , 
e questo sebbene sia lo stesso per l’altro arco — a, pure il seno 
della sua metà dee avere il segno contrario a quello che gli ap- 
parterrebbe ove mai l'arco o fosse assegnalo positivamente. Ri- 
sulta quindi che de' due segni che affettano il radicale delle for- 
mole [lój , ò da ritenersene un solo quando ò precisato il se- 
gno deir arco o, c per sapere quale de’ due convenga , bisogna 
aver riguardo alla grandezza di a , essendo chiaro che quando 
esso è tnld^re della circonferenza avrà il seno positivo, se l'arco 
viene assegnato nella direzione de' positivi , e lo avrà negativo nel 
caso opposto. In simile modo si determinerebbe il segno di scni^ 
quando a fosse maggiore di 2w e minore di cc. In quanto 
|K)i risguarda il doppio segno che affetta il secondo termine del- 
la quantità sottoposta al radicale è d’ uopo ricordare che il me- 
desimo ha origine dalla estrazione della radice quadrata, la quale 
quantità per effetto delle trasformazioni trigonometriche ha preso 
la forma di l Rcos2a : ma tale radice è da prendersi positiva- 
mente quando 2 a è compreso tra zero ed un quadrante, fra tre c 
quattro quadranti, tra (iiiattro e cinque ec. e negativamente quan- 
do o è un arco supplemento di uno di questi. Riflessioni analo- 
ghe sono applicabili alla formula che dà cosici. 

Del resto la ragione per cui si ottengono quattro valori per 
sen i-a e per cos . apparisce da sé ove mai si rifletta che gli 


[15] 
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archi corrispondenti ad un dato coseno sono inflniti, e che tutti 
Tengono compresi (i59) nella forinola 2nw+a. la quale pre- 
senta quattro combinasioni di segni, giacché il numero inte- 
ro n può essere positivo e negativo : adunque nei domandarsi il 
seno 0 il coseno di un arco, dato per mezzo del coseno, si vie- 
ne a chiedere il seno o il coseno della metà di uno de’ quattro 
archi contenuti in detta formola, cioè di-+-nir+-i-a, -t-nw — -à-a, 

n«-+-i-a, — n*r — la; e come nello assegnare il coseno non 

si è precisato quale de'quattro archi ±2njr±a si volea dividere 
per metà, cosi l’algebra ha dato tutte e quattro le soluzioni. 

Segue da ciò che la norma da seguire per fissare i segni delle 
formole [15] dipende dalla conoscenza della grandezza e della di- 
rezione dell’arco a; e come questo ne’ casi più ordinarii è positi- 
vo e maggiore di 90®, cosi le formole [15] deducibili anche dal- 
la seconda delle equazioni [13], bisogna adoperarle come appresso 

gen la = 1 — 2Rcos a, [16] cosla = lJ/'2K*-|-2lìcora, 

dalle quali, col rimettere il divisore 2 sotto il radicale e col fare 
R=; 1, si ottiene 


j _ / 1— coso 

senia=^y 2 


[17] 


1 . 

cesio = — 2 — 


(*) Qaesle medesime formole potrebbero anche ottenersi combinando per ad- 
dizione e per sottrazione le due equazioni 

cos<l<» — sen*^o:=coso , cos* la -h sen i la srs I , 

le quali si deducono dalle formole [13] ed [1] , col mettervi la in luogo di a 
ed B=t. Praticando simile sostituzione nella rimanente delle formole [13], si 
ricava r equazione Ssenla cosla = scn a , e questa addizionata con la prima 
delle aoziscritle, poscia sottraendola dalla medesima, c quindi estraendo la radico 
quadrala da’ due membri delle equazioni risaltanti , si ha 

cesio senio =; ±J/l-|-scoo, coslo — sen lo f/l— sen o ; 
in seguito , combinando qncste due equazioni carne sopra , si deduce 
sen lo + 1[/ i-|-seii a [/i—sca a, 
cos 1 o ss -t- -11/ t-l-seii o+lt/l— sen o, 

le quali relazioni servono per conoscere direttamente il sono ed il coseno della 
metà di un arco , qualora di esso e dato il seno. E la mnltipliiilji de’ segni 
non condurrà punto ad et)uivoci , se si ragioni come si è fatto nel testo : si 
troverà cosi che quando 1' arco dato à minore del quadrante , le suddette for- 
molo debbono ritenersi co* soli segni superiori. 
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PttOBLEMÀ 6.» 

258. Trovan la tangente o la coiangetae di Un orco, cono- 
scendo la tangente o la cotangente dell' arco doppio. 

Se nelle forinole [14] si sostituisca l'arco a con la sua metà io, 
e si urdiiiaiio le due equazioni rispetto a tugia e colia, verrà 

2U* 

tng'iuH tngia— R* =o, 

tuga 

001*+ a — 2 cot a cot + a — R*=o, 

d’ onde 

. . — R*±Rl/R*:HS?’'a 

tng+a= , 

tngo 

col+ a=cot o± l/R»+cot*~aT 

si hanno cosi due valori per tang+a, ed altrettanti per cot+a, giac- 
ché quando è data una tangente o una cotangente, gli archi cor- 
rispondenti sono compresi (238) nella formola ± nw-t-o, nella qua- 
le sono due sole combinazioni di segni; per conseguente l’arco 
metà, di cui è chiesta la tangente o la cotangente, può essere 
l’uno o l’altro de’due +a-t-+rijr, +a — +mr: ma quando è nota 
la grandezza dell’arco della cui metà chiedasi la tangente ola co- 
tangente , non potrà essere che un solo degli anzi notati valori, 
e lo si distinguerà senza pena , imperocché in tale ipotesi dev’esser 
noto preventivamente il segno di tngae di tng+a, o di cota e 
di cot +a : cosi ad esempio supponendo che l’arco a vada compre- 
so fra due o tre quadranti , dovrà +a esser compreso fra il primo 
ed il secondo, e sarà chiaro che tnga é positiva e che tan +a è 
negativa, e però dovrà risultare 

tuga 

Atteso la nota relazione fra le radici di una equazione ed il suo 
ultimo termine, si appalesa che il prodotto de’duc valori di tau+a, 
nou meno che quello de’ duo valori di cot+a, deve uguagliare R*; 
quindi se uno de’due valori esprime quello di toga, l’altro espri- 
merà cola, e viceversa. 
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Da quanto abbiamo praticato ne’ numeri precedenti In ordine 
alla determinazione delle lince trigonometriche di archi metà di 
altri , di cui suppongonsi date ie linee omonime , apparisce che 
nel caso di archi di altra summoltiplicità, in generale , bisogna 
formare 1 equazione che dia la linea trigonometrica dell’arco mul- 
tiplo in funzione della ommima dell'arco semplice , e quindi ri- 
solverla, riguardando quest' ultima come ignota. In queste insti- 
tuzioni abbiamo creduto doverci limitare al caso degli archi metà , 
ma qua che volessero approfondire questa teorica non dovrebbero 
trascurare lo studio del cap. XIV della Introduzione all' addisi 
dell' infiniti dell’ Eulero. 

259. Potendo essere utile il conoscere le espressioni di tngl-a 
e di coti a in funzione di sena, e di cosa, ricordiamo che nel- 
ripotesi di R=l, la quale vien rìtenuta in tutto ciò che segue , 
dalla prima delle formole [13J, e dalle [17J si ricava 

2seniacosia=sena, 2senfa=l— cosa, 2cosia=l-Hx»a, 
laonde 


tngia = 


seni a 
cosia 


2sen«ia 1— cosa 

2seniacosia sena 


, [181 


tngia = 


senia 2seniacosia sena 


cosia 2cos“ia 


l-fcosa 


; fi9] 


dippiù, se si estragga la radice quadrata dal prodotto di queste 
due ultime espressioni di tngia, o anche se si divida la prima 
delle formole [17J per la seconda, si avrà sempre 



1 — cosa . 
1-1-cosa ’ 


[ 20 ] 


e se dai prodotto delle equazioni [18] e [19], si deduca invece 
il valore di cosa, si avrà 


1 — tng*ia 
l-+-tng*ia’ 


[211 


che costituisce pure una relazione rimarchevole. E poiché la co- 
tangente di un arco eguaglia il quadrato del raggio diviso per la 
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tangente {24S), cosi per effetto de’ valori trovati qui sopra, 
ha puro 


cotl-o = 


1 

tngia 


sena 
1— cosa 


[221 


ti 


colia 


1 _l4-co8a 
tngia sena 


[231 


ed a questa ultima equazione , aggiunta e sottratta la [18l , si 
hanno le altre due 

2 

cotia+tngia= — — ~2csga, (241 

sen a 


colia — tngia = 2 
dalle quali si ricava pure 


cosa 

=cota, 

sena 


cotia — tngi a csgg 
cot i a +tng i a~cot o 


[251 

[261 


PROBLEMA 7.0 

260. j)ati due archi , determinare due altri per modo che 
il prodotto de' seni o de' coseni , o del seno di uno pel coseno 
deli altro degli archi dati . eguagli la semisomma o la semidiffe- 
renza de' seni e de' coseni degli archi da trovarsi ; e inversamen- 
te , che la somma algebrica de' seni o de' coseni degli archi dati 
fosse espressa col prodotto de' seni e coseni degli ar<M da trovarsi. 

Addizionando e sottraendo le equazioni che danno (249) i va- 
lori di sen (a+4). e di sen (a — 6), egualmente che le altre rela- 
tive a cos (a-f-ò) e cos(a— 6), supponendo R=l, emergeranno le 
formolo 

senacosft = isen(a-+-4)+isen(a— 6) , 
cosacos6 = isen(a-f*&) — isen(a-!-6) , 
cosacos 6= icos(a-f-é)-hicos (o— 6) , 
sen asen &= icos(a— 5)— i cos (a+ft) , 

le quali risolvono la prima parte della quistione ; ma se in esse, 
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dopo di averle liberate da fratti i facciasi 04-fr=p, a — b—q, c 
per consegueote o=*(p-HJ. &=+ (p — ?). con lo scambiar de’mem- 
bri si otterranno le altre relazioni 

senp-i-seng = 2seni(p-i-gi)cosi-(p— g), ] 

senp— seng=.2seni-(p-t-gr)co84-(p--g), ( j28] 

cwp+cosg=2cosi(p4-g)co8i-(p— g), I 

cosg — cosp=2senl-(p+9)seni(p — g), 

e se in ciascuna delle prime due si metta -pin luogo dip, 
e si noti che sen(-t» — p) = cosp, e che cos(i-ir — ^^p)=senp, 
si avranno le altre 

cosp 4-sen g = 2 sen [ j jr — + (p—g)] cos [1 w— + (p+g) ] . 

COTp — sen g = 2 sen [ ‘ rr _ (p-f-g) J cos [ j >r _ t (p -g) ] , 

con cui resta completata la soluzione del problema , il quale sarà 
applicato sempre che vogliasi trasformare un prodotto di due date 
linee trigonometriche, che siano seni o coseni, in somma di al- 
tre , e viceversa. 

261. Le formolo del numero precedente vanno adoperate an- 
che quando se ne vogliano trovare altre inservienti alla riduzio- 
ne del prodotto di tre o più linee ( che siano indifferentemente 
seni 0 coseni di altrettanti archi] nella somma di altre. Di fat- 
to, volendo ridurre sena cosà cose, per effetto della prima delle 
formole [27| si ha 

Ben acos6cosc=cosc[i-sen(o-+-6)-|-isen(a— 6)] 

=Lsen (d-f-à) cosc-f-Lsen (o — 6) cos c, 

e se nella stessa prima equazione delle [27] si cangi dapprima 
6 in c ed a in a-{-6, e poi il à in c e l’ a in a — b, si avrà, 

sen (a-1-6) cos c = L sen (a-[-6-]-c) -f- i sen (a-+-6 — c) , 
sen (a — 6] cos c = i- sen (a— 6-+-c) = + sen (a—b^c ) , 
che però la relazione precedente addiviene 

sen a cos à cos c=\ sen (a-i-ò-i-c) -]- } sen ( a-t-6 — c). 

sen (a — ò-]-c) -f- ’ sen (a—à—c). 
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262 . Proseguendo questo procedimento potrèkfce decomponi 
in somma il prodotto di un qualunque numero di fattori , che 
fossero seni o coseni e che avessero esponenti interi e positivi : 
ed è per la conoscenza di queste relazioni che si può dar ragio- 
ne delle formole adoperate in alcuni rincontri ; cosi , per esem- 
pio nella supposizione di essere a-i-ò-K=ic, si ammette che 

sen a 4- sen 6 -+- sen c = 4 eoa io «»s ^-6 C 08 

e col fatto quando i tre archi eguagliano la mezza circonferen- 
za , uno è supplemento della somma degli altri due , e però al 
seno del primo può sostituirsi quello dell' arco somma de' duà 
rimanenti ; quindi risulta che 

sen o-4-senò-t-sen e=sen (H"c) +8en ò-f-senc, 

c nel secondo membro sostituendo 2sen i’^ò-l-c) cosi{ft-l-c) in 
luogo di sen(6-f*c) , giusta quello si deduce dalla relazione [131, 
e 2 seni(b 4 x) cosi (H~c) invece del binomio sen fr-(-sen e che gli è 
uguale, in virtù della prima delle equazioni [28] nella quale sia 
cangiato il p e q in 6 e c; si avrà 

sen 0 - 4 - sen ò-f- sen c=2sen i(6-|-c) [oos i(6-H)+<»sà-(^«ì]t 

ma come, per effetto delle ipotesi a+6 -4- c = 180°, al fattore 
sen i{à-4-c) può sostituirsi l' eguale cos io ( chè allora gli archi 
i[b-{-c) ed io sono complementi l'uno dall'altro), ed inoltre il 
binomio racchiuso in parentesi eguagliando 2cos6 oosc, in con- 
formità di quello si ricava dalla terza delle equazioni [27] dopo 
di averla liberata da fratti, e dopo di avervi cambiato a e 6 ri- 
spettivamente in iò e di ic, cosi fatto le ^tituzioni , emergerà 
la proposta relazione. 


PROBLEMA 8.» 

263 . Trovare quale relazione abbia il rapporto ira la tom- 
ma e la differenza di due archi , con quello tra le tangenti det- 
to temisomma e della temidifferenza de' medetimi ardii. 

Dividendo la prima delle equazioni [21] per la seconda, e po- 
scia invertendo l'ordine de'fattori di uno de' termini della frazione 
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ch« coslituisre il secondo membro, e da uUimo osservando che 

sen*(p-+- 9 ) . . ^ . cost(p— 9 ) 1 

7 = tng -t( p-\-q) , e che , 

cosi(p+ 9 ) seni-(p— g) tngf{p_ 5 ) 

si ottiene 

sen p-f-sen q_ing^p+q) 
senp— sen q tngi[p — q) ’ 

d' onde , pacando a proporzione , si ricava che la somma de' seni 
di due angoli sta aUa loro differenza, come la tangente della semi- 
somma degli slessi angoli , è alia loro differenza. 

264. Proseguendo a combinare per divisione le formole [28], 
si ottengono le altre qui sotto notate , le quali occorre non di 
rado avere presenti. 


senp-{-sen q 
‘cosp-l-cosq 


senj{p-4-q) 


= tngi(p+9). 



senp+ ^ ^ cos»(p-q ) ^cot^(p-q) . 

cosq — cosp senl-'p— q) 


senp— sen q seni/p — q) , , 

cosp -Hcosq = cosf'p-q) ’ 

senp-senq ^ cosifp^)^ 
cosq — cosp senVp+q) 


cosp-Koaq cost(p4-q)cos»(p— q) 

cosq— cosp 8en+;p-Hq) seni^p— q) 


= cot Hp-HÌ eo*i(P— 9). 


265. Dippiù ; stantechè abbiamo sen 2a = 2 sen a cosa , 
se facciasi 2a=p-|-q , e quindi a=tfp+q), fatte le sostitusioni, 
si ottiene sen(p-|-q)=28enVp+9) co«Ì(p-|-q), la quale relazione di- 
visa, membro a membro, per ciascuna delle citate formole [28], dà 


s«n{p-t-q) _ cosi(p-t-q) sen (p-l-q) _ seni(P+9) 
senp-i-senq~co8i{p — q) ’ senp— senq senà{p — q) 


sen(p-t-q) _ 8enà{p-l-q) sen (p—q) co8t<'p-fq) 

cosp-heosq cmi[p — q) ’ cosp — cosq senifp — q) 

28 
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266 . Ferma restando la supposizione del raggio eguale ad 
uno , le cinque formule del numero 216 e le altre segnate con 
[8] nel numero 249, danno agevolmente 


(ngo + tngb 


sen(a±6) 

cosacost) 


seca ±sec b= 


cos6±co8a 

cosacos6 


cot a ± cot 6 = 


sea[bd-a) 
sen a sen b 


csga±csg6= 


sen sena 
senasenò 


cota± tngb 


cos(a±6) 
sena cosò 


scca±csgb = 


cos&±seng 
sena cosò 


267 . Moltiplicando il valore di sen(a-|-ò] per quello di 
sen (a— ò), operando altrettanto co'valori di cos(o+ò) e cos(a — ò], 
e fra’ loro prodotti , che sono la differenza di due quadrati, eli- 
minando col mezzo della relazione [1] una volta i coseni ed un'al- 
tra i seni , eseguendo la moltiplicazione e quindi riducendo , si 
ottengono le prime tre relazioni che seguono. Le altre poi ri- 
sultano immediatamente dalle sei precedenti col moltiplicare fra 
loro i due valori contenuti in ciascuna di esse , ed avendo riguar- 
do una volta al segno più ed un’altra al segno meno : 


sen*a — sen*ò=sen(a-|-ò)8en (a — ò), 


cos* ò— cos*a=sen (a-Hò)sen (a — ò), 
cos* a— 8en*ò=co8 (a-i-ò)co8 (a — ò)-l-lf 


sen ■ a-l-sen *0=1 — cos (a-fò) cos (a — 6),. 


, . , sen(a-f-ò)sen(a — ò) cos*ò— cos*a 

tng*a— tng*ò= ; — , sec'a— sec*òr= • 


cos'a cos*ò 


cos* acos* ò 


... sen(a-f-ò)sen{a — ò) . seo»ò — sen»a 

cofa-cofò = — i— C8g*a-C8gò*= — -, 

sen'aseuò scn*asen*ò 

. ti. co8(a-f-ò)cos(a— ò) cos‘ò— sen'a 

cot'a— tDg’Ò = — — -, scc'a— CSg'Ò: 


sen*acos*ò 


sen*acos*ò 


Le anziscrKte relazioni, e tutte le altre riportate di già o che 
potrebbero riportarsi, corrispondono ad altrettanti teoremi i quali 
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non è difflcile enunciare, e di cui la dintostrazione potrebb’essere 
fatta con semplici considerazioni geometriche. 

CAPITOLO II. 

DELLA CALCOLAZIONE DELLE TAVOLE TBIGONOMKTIUCHE 
E DELLA MANIERA DI USARLE. 

Non essendo possibile determinare numericamente le lince tri- 
gonometriche di tutti gl’ innumerevoli archi successivi . quando 
anche si trattasse di quelli compresi nei solo primo ottante ( i 
quali, come si è veduto, comprendono tutti i valori assoluti di 
che son capaci le varie linee ) , è stato necessari» di stabilire 
una tavola, in cui si trovassero registrati gli archi o gli angoli 
in tutti quelli stati di grandezza che possono essere marcati fi- 
sicamente nel modo più preciso *), i quali occorre appunto con- 
siderare nelle quistioni scienliQche . e di cui si abbisogna nelle 
pratiche operazioni che ne sono conseguenza. Si è stabilito per- 
ciò di valutare le sole linee corrispondenti a tutti *gli angoli 
compresi fra O” e 45<* , e tali che ciascuno differiscaci seguen- 
te per 10". Ciò ha impegnato alla calcolazione di 54000 seni e 
di altrettanti coseni e tangenti, da’ valori delle quali linee si pos- 
sono con fadllà dedurre quelli di tutte le altre rimanenti. E sif- 
fatto numero di calcolazioni sebbene avesse condotto a lunghi e 
noiosi travagli , non però è stato impossibile dì eseguirle ; sic- 
ché ora è solo nostro divisamento far vedere come si abbiano po- 
tuto effettuare. A tal fine premettiamo le seguenti proposizioni, 
da alcuna delle quali vengon dedotte cose, che han per oggetto 
di dare spiegazione delle pratiche da seguirsi, per far servire le 

(*) La misora effeUiva degli angoli, quante volte vuoisi praticare eoo pre- 
cisione , presenta non lievi difflcolU , e per superarle si sono escogitati vani 
meui ingegoosissiroi. Non essendo conveniente dame ragguaglio in quest' ope- 
ra ( siccome vien falto in altro nostro lavoro inedito sopra la Topogralia per 
lo Ingegnere Civile , nel quale va esposta lotta I’ arte di appreuar i fondi rn- 
stici) perchè tale impegno mena alla dcKriiiooe di varii istrumenti , ci con- 
tentiamo accennare le piccole parti delle suddivbioni de’ gradi di una cir- 
conferenu si possono misurare con l'aiuto del Virnitro o Nonio, per modo che 
si possono costruire istcumeoti co’ quali si hanno i minuti secondi. Lo svilop- 
po de’principl inservieuti aH’oggello si potrà leggere nella Giodosia del Pi'iss.int, 
nella Baso motriea del DaLARfRa T. 1, nell’ Attronomia popolar» riti da Lo. 
RAT ec. ee. 
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tavole calcolate , anche per altri archi che non vi fossero con 
tenuti. 

TEOREMA 1.» 


268. ^ lungkezia di un arco più piccolo del quadrante è 
maggiore della lunghezza del smo e minore di quetta della tan- 
gente. 


Di fatti : se la retta MP è il seno dell' arco AM, dovrà ugu.i- 
gliare la metta della corda MM' appartenente all’ arco MA.M'. 
doppio di AM; e poiché MM' è linea retta, sarò MM'< MAM', cd 
in conseguente ■t-MM'<éMAM', cioè dovrà es- 
sere MP minore dell'arco AM. 

Inoltre , per essere il settore ACM minore 
del triangolo ACT , fra le loro misure avrà 
luogo la relazione ar.AMXiAC <ATXìAC , 
•jj-Jr e questa, col togliere il fattore comune i AG . 
poiché si yduce ad AM <! AT , dimostra la seconda parte del 



teorema. . . , 

269.*^iò posto, se la lunghezza di un arco si riguarda co- 
me eguale a quella del suo seno o della sua tangente , si com- 
metterà un errore , il quale sarà sempre minore della dilferenza 
fra il seno' e la tangente : ma poiché la tangente ed il seno di 
un arco minore del quadrante diminuiscono contemporaneamente 
e si annullano, al diminuire ed all' annullarsi di esso, ne segue 
che pei valori dell'arco, poco differenti da zero , il corrisponden- 
te seno e la corrispondente tangente dovranno differire di poco 
fra loro, e tale differenza diviene da più in più picciola , a mi- 
sura che si tratta di archi da più in più poco differenti da zero ; 
e per fermo , dalla formola 


Rsena , cosa sena 

tiiga= ricavandosi = , 

cosa U tuga 

ben si scorge che quando l'arco a va impicciolendo, il valore 
di cosa si avvicina a quello del raggio, e però il primo mem- 
bro tende ad eguagliare I' unità, e come il secondo membro gli 
si dee mantenere sempre eguale, cosi deve anche esso avvicinarsi 
ad 1, la qualcosa non potrebbe aver luogo senza ebe sena e toga 
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leodessero alla eguagliatila. E quando due archi foasero di tale 
picciolezza da far riputare non pregiudizievole il trascurare in 
ciascuno la diSerenza tra la tangente ed il seno , si potranno 
riguardare come proporziouali a' loro seni o alle loro ian^iità, 
perocché la diflerenza de’ due rapporti, e quindi l' errore, risul- 
ta minore di una quantità estimata trascurabile. 

TEOREM.l 2.» 

270. La luttgltema del seno di un arco più picciolo del qua- 
drante , é maggiore di quella deli’ arco isiesso diminuito del quar- 
to del suo cubo (’). 

Avendo dimostrato che la lunghezza delia tangente è maggiore 
di quella dell’ arco, si ha la relazione 

4-/I 

> ia, d’onde l’altra 2senfa>acosio; 

cosia 

e se nel secondo membro della equazione sena— 2sen fa cosici, 
al fattore 2senfa si sostituisca 1’ altro acosfa , che u’è mino- 
re , risulterà seti o> acos'fa, ovvero sena>a(l— sen’'f a), nella 
quale ultima relazione il secondo membro diverrà anche più pic- 
ciolo se a sen'fa vien sostituito Ja*, dato in parti del raggio, e 
quindi con maggior ragione , si ha 

a* a* 

sena>o(l — — ), ovvero sena>o— y- 
4 4 > 

271. Da ciò segue che quando si è calcolato un numero pel 
valore del seno di un arco a dato in parti del raggio , si può 
essere certo della sua esattezza, quando i numeri a ed a — Ja*, 
fra’ quali debb' essere compreso, hanno una differenza minore di 
una unità decimale di quell’ ordine che si desidera. 


(*) La luDgbezia di uo s«ao è anche maggiore delta differenza fra I’ arco 
corrispondente ed il sesto del suo cubo. Vedi Sur la consiruction dei Tubiti 
dt tinus natureli , prineipaliment tn ce qui a rappori au degri d* approxi- 
motion dee caleuli: par M. A.— H. Vincent. 
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PROBLEMA 1.0 

272. Trovare quale relazione abbiano i valori de' seni e 
de' coseni di archi i quali formino una progressione aritmetica. 

Addizionando membro a membro le due equazioni 

sen (6 -|-a) = sen ò cos a + sen a cos 6 

sen (6— o) = senbcosa — sen a cosb, 

e poi trasportando il termine sen (6— a) dal primo al secondo 
membro , si avrà 

sen (6-Hi) = 2senàcos a — sen (à — a); 

operando in modo simile con le formolc che danno i valori dei 
coseni degli archi 6+a , e 6 — a, si otterrà pure 

C 08 (6-t-a) = 2cos 6 cos a — cos (6— a) : 

or se in queste due ultime Tormole suppoiiesi b=ma, si avraii' 
no quelle del Simson , cioè 

sen (ffl-(- 1) a =sen ma 2cos a — seii(m — 1 ] a , 

cos {m4- 1 ) a= cos ma 2cos tt — cos(m — I ) a ; 

e sìa che in queste si faccia successivamente m= — 1, 0. I. 
oppure che nelle prime l'arco 6 diventi successivamente — a, 0, 
a, 2a, 3a... sì avranno sempre le altre 

seno = 0 cosO =1 

sena =sena cos a = cosa 

sen2a= 2senacosa cos2a = cosacosa— 1 

sen3a=2cosascn2a — sena cos 3a = 2cosacos2a — cosa 

sen 4 a= 2cos a sen 3 a — sen 2 a cos 4a = cos a cos la — cos 2a 

T 

ec. ec, ec. cc. 

d’onde si rileva che i valori de' seni o de' coseni di piu archi in 
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progressione aritinelica stabiliscono una serie ricorrente la cui 
scala di relazione è 2 eoe a, 1, per modo che quando è noto il 
seno ed il coseno di un arco, si dedurranno quelli dell’ arco se- 
guente. 


PROBLEMA 2.» 

273. Esprimere il valore del seno o del coseno di un arco 
per mezzo di una serie ordinata ucondo le potenze ddt' arco 
medesimo. 

Ammettendo che le serie addimandate potessero avere la forma 

a , Q 

sen ® = m-f-a as -f-6x -He» -f—. 
cc* 

cos» =m'-Ha’« -j-b’x -He'» -H-- 

sarà d' uopo determinare i valori de' coefficienti e degli esponen- 
ti. Primieramente è da notare che a fln di far risultare le anzidet- 
te serie convergenti per i valori frazionarii di », ossia per gli ar- 
chi di lunghezza minore della unità ^*}, è d'uopo che fossero or- 
dinate seco'ndo le potenze ascendenti di », e però supporremo tanto 
a, /3, f... quanto ed, y',.. essere eguali rispettivamente ad 
1, 2, 3,... ; dippii'i la supposta eguaglianza dovendo reggere an- 
che quando fosse »=0, ne segue che nella prima dev’ essere 
m=l, poiché sen0=0 e cosO=.l-' inoltre poiché quando l'arco 
X si muta in — », il seno diviene anch’ esso negativo, mentre 
il coseno rimane lo stesso , conviene che nella serie esprimente 
il seno mancassero le potenze pari di », ed al contrario in quel- 
la del coseno mancassero le dispari ; dev' essere quindi 

sen»=o»-HÒ**-i-M!*-t-”*, [a] cos»=l-H»'»*-Hò'»*-Hc'»*-4-.” 

Or per determinare i coefficienti a,a',6,6',c,c’, ... ricordiamo 
la relazione sen*»-{-cos*»=l: da essa col sostituire per sen» e 


(*) QdI i supposto che le longhene degli archi siano rìrerìte al raggio del 
eerdiio come unità- Or gli archi, di cui importa calcolare il seno ed il coseno, 
sono quelli che nou eccedono i 4B gradi (SdS), e le loro lunghette essendo sem- 
pre minori della unità (giacché la intera circooferenta di raggio uno è Sr=: 
0, 28318...) avviene che per essere verameote utili le serie rk^te, debbono 

risultare convergenti per i valuri fraiionarii dell' arco. 
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cosx le aiuiscriUe serie, e con l'ordinare i termini secondo le pa- 
terne ascendenti di x, si ottiene la equazione 


l=l-+-2a'x*4-a"! 

x*-f-2c' 

a*| 26' 

1 2o'6’ 

2o6 

1 ** 


2ac 


la quale perchè si potesse verificare per qualunque valore del- 
l'arco X, è necessario che fosse 


2a'-H a* = 0 
a’*-t-2è'-+-2a6=0 
2c'-t- 2fl’6 -+-6*-|-2a c = 0 
ec. ec. 

Dippiò , per effetto dello stesso principio , la serie che dè il va- 
lore di senJT, dovrà verificarsi mutandovi x in 2x, e però do- 
vrà essere 

sen 2x = 2a X -f 86 x‘-i- 32 c x’-+- 1 28d X’ . 

ma come si ha l'altra relazione sen2x=2senxcosx; cosi al so- 
stituirsi per senx e per cosx le serie corrispondenti, si otterrà 


seconda espressione per sen2x. 

cioè 

sen2x = 2ax-f-26 

x*-|- 32c 

x*-i-128(f 

2aa' 

2e 

2d 


2a'à 

2a'c 


26'a 

26'c 



2e'o 


e dal paragtone di queste due espressioni di sen2x si ricavano 
le altre equazioni 

66' — 2aa'= 0 
, 30c — 2o'6 — 26'a = 0 

126d— 2n'c — 26'6— 2c' a = 0 
ec. ec. 
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k qual! unite alle altre stabilite precedentemente danno 

O* ^ li _ ®* 

~2l.’ " "2Ì3X’ ®“2.3.4.5.’ 1.2.3 4.5.6. 

sicché resta a determinare il solo valore di a : per tanto divi- 
diamo per a ambo i membri dell’eguagliansa in principio stabi- 
lita per sena, e ne risulta 1 

seri ^ I ■ M g __i I 

+ ‘ • • 

X 

e poiché il rapporto espresso dal primo membro si deve ridurre 
ad 1, quando supponesi a=0, ne segue dover essere a=l , ed in 
conseguenza i valori degli altri coefficienti saranno conosciuti , e 
quindi sostituiti nelle formole [a], si avranno le serie addiraan- 


date, cioè 




X® X* 


S€ilX = X ‘ 

1.2.3 ' 1.2. 3. 4.5 

"1.2.3. 4. 5.0.7 


X* x‘ 

jcfi 

4_ 

COSX^ 1 ~ 

1.2' 1.2. 3. 4 1.2. 

3. 4. 5. 6^ 


27 4 . Cangiando convenientemente la forma delle trovate se- 
rie , si ottengono risultamenti rimarchevoli. Cosi mutando a in 
|/- , e poi riducendo i secondi membri sicché abbiano comune 
il denominatore, le formole [a] addivengono 

senl/-= ,/ -(g" — flz"*’-l-ec.) 

" a z ■y z 

C0S^I=t|w ( a"— a'*" '-l-ec ) ; 

or poiché gli archi, cui corrisponde zero per seno o per coseno, 

sono rispettivamente n, 2nt 3» iir, |«, , cosi ove mai 

nelle formole precedenti sostituiscasi ciascuno di tali archi in luo- 
go di avviene che annullandosi il primo membro, si dovrà 
annullare benanche la quantità racchiusa in parentesi , la quale 

29 


Digilized by Google 



226 


GEOMETRIA ANALITICA — SEZIONE 3.* 


perciò dovrà essere decomponibile In fattori di primo grado, tutti 
formati dalla dilTerenza di z da ciascuno de' suoi valori che si de- 
duce dalle equazioni 


f/i> , yl^h 

r z 2 r « 2 


|/i=3. 


cc. ec. 


ec. ec. 


por modo che, fatta I' anzidetta trasformazione , e quindi, divi- 
dendo i fattori binbmii per z", cioè ciascuno per z, e da ultimo 

rimettendo in luogo di z, si avranno le relazioni 


COS 




Jh;‘ 


4x« 


ec. 


SI 


dalla prima delle quali , col fare x—y, poiché scni«— 1 
ricava 

, 2. 2. 4. 4. 6. 6. 8. 8. cc. 

3. 3. 5. 5. 7. 7. 9. 9. ec. ’ 

lisultamcnto pubblicato la prima volta da Wallis nella sua A- 
rilhmelica infinilorum, e da cui (seguendo I’Eclebo— / niroductio 
in ancdysin §. 485 ) , si può dedurre 1' altra formula non meno 
rimarchevole per la radice quadrata di 2 , cioè 

^ ,^2. 2. 6. 6. 10. 10. 14. 14 

^ ~1.3. 5.7. 9. II. 13. 15 ' 


di vero , se nella precedente relazione che dò il valore di scnx 
si moltiplichino ambo i membri per 2, e poi si faccia x = ^ <r, 
avviene che il primo membro si riduce al' doppio seno di 45°, 
ossia a t/2, e che il secondo, fatte le riduzioni e sostituendo- 
vi in ultimo il trovato valore numerico di ìtt , può scriversi co- 
me sopra. 

275 . Poiché dalla sola conoscenza del valore del seno di un 
arco si può pervenire a queHa di tutte le altre linee apparte- 
nenti allo stesso non men che a' suoi multipli, è chiaro che 
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tutte le calcolazioni dipendono dalla determinazione del seno del * 
più piccolo che ai è stabilito considerare , e che in sulle prime 
supponghiaroo esser quello di un minuto primo , per farlo quindi 
servire *di base alla calcolazione di tutti gli altri. 

La prima idea, che si è dovuta presentare naturalmente per 
la calcolazione del seno di un minuto primo, è stata quella di 
far uso della forinola seni-a=i-^(2 — 2cosa) , poiché si cono- 
scono già i seni ed i coseni di due archi , dei quadrante cioè e 
del suo terzo: e come in tal modo la determinazione de’ seni 
degli archi subdupli dipende sempre dalla estrazione di radici qua- 
drate , cosi i loro valori saranno espressi da numeri incommensura- 
bili; e questi non potendo essere calcolali esattamente, si è con- 
venuto impiegare sette cifre decimali ne’ loro valori approssimati, 
tanto essendo sufllciente nelle utili applicazioni delle tavole. Ma 
sebbene con la suddetta forinola si potesse determinare il se- 
no, e quindi il coseno della metà del quadrante ossia di !7r=2700', 
e poi quelli della quarta parte che contiene 1850’, e cosi di s^' 
guito, pure non si raggiugnerebbo lo scopo, avvegnaché dopo 
la terza suldivisione si otterrebbe un numero dispari di minuti 
primi, e proseguendo sarebbe chiaro che con lo impiego ulterio. 
re della formola relativa a seoia non si potrebbe giungere di- 
rettamente alla determinazione di sen 1', la quale diilicoltà si pre- 
senterebbe del pari facendo capo dal terzo del quadrante. Non 
pertanto con siffatto procedimento può giungersi alla valutazione 


del seno di un arco piccolo quanto che si voglia espresso da — ; 

ed allora . in virtù di ciò che si è detto in Gne del numero 269, 
riguardando gli archi come proporzionali a’ loro seni , e facendo 
la proporzione 


2n‘ 5400 5400’ 


si otterrebbe il seno di un minuto primo. Ma sia che arrivali a 
tal punto bisognerebbe assicurarsi se gli archi eh’ entrano nella 
proporzione siano piccoli abbastanza per poterli considerare come 
proporzionali a’ loro seni ; sia che ciascuna delle successive estrazio- 
ni di radice quadrata debb' essere spinta sino ad un numero consi- 
derevole di cifre decimali eh’ è indispensabile per far risultare 
esatte le cifre, che si desidei^o nel seno di un minuto primo onde 
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farlo servire come base di caloolazione , si è riOelluto che se 
per a si assegna tal parte del quadrante sicché la differenza tra 
sena e toga sia minore di una frazione il cui valore cominciasse 
dalla tredicesima cifra decimale, allora tutte le prime dodici ci- 
fre comuni a'valori di sena e di toga si dovranno trovare iden- 
tiche a quelle del dato arco, giacché la lunghezza di esso , valu- 
tata in parti del raggio, dev' esser «impresa tra quella del seno 
e quella della tangente. Or se i duo archi fossero di tale pic- 
ciolezza , è chiaro che nel supporre il loro rapporto eguale a quello 
de'rispettivi seni, si commetterebbe nn err^e che sarebbe espres- 
so da una cifra decimale di ordine inferiore a quella con la quale 
comincia la differenza tra sena e tng a, e che, come abbiamo 
veduto, può essere piccola quanto si desidera. 

Da ciò segue che se con un mezzo qualunque potessimo cono- 
scere che l’arco di un minuto primo è di tanta piccolezza da 
soddisfare la detta condizione, saremmo certi che il numero cho 
lo esprime io parti del raggio, potrebbe rappresentare il suo seno. 
Or sapendosi calcolare il valor di k con quel numero di cifre de- 
cimali che piace, ritenendo le prime sedici, abbiamo che ir, ossia 
10800' =: 3, 14159 26535 887932 e quindi 

1' = 0,00029 08882 08665 . . . 

e se questo valore si assume per quello di sen 1' , calcolando il 
coseno c poi la tangente, (oppure facendo uso del principio sta- 
bilito nel numero 269) , si troverebbe per questa un numero che 
differisce nella undecima cifra decimale da quello appartenente 
al seno; quindi è a conchiudere non essere il minuto primo un 
arco di tanta piccolezza da far essere il numero che lo esprimo 
in parti del raggio , eguale sino alia dodicesima cifra decimale , 
a quello eh’ esprime il suo seno rapportato alla medesima unità. 
Per tale ragione si è passato ad un arco più picciolo, cioè a quel- 
lo di 10", ed eseguendo le stesse operazioni indicate pel minu- 
to primo , si è veduto che il valore del suo seno viene espresso 
dalle istesse prime dodici cifre decimali del numero, che indica 
la lunghezza di esso arco in parti del raggio, ossia che 

sen 10" = 0,00004 84813 681 

Trovato il valore di sen 10", si dedurrà facilmente coslO", qualora 
non si preferisse di calcolarlo direttamente come si è praticato pel 
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seno, e (^{ndi adoperando le forinole del num. 272 si avrebbero 
Bucoessivameote i seni ed i coseni degli archi 20", 30"^ 40" ec. 
ed una volta determinati i valori delle linee trigonometriche appar- 
tenenti ad un grado, la formazione delie tavole si ultimerebbe con 
lo stesso mezzo, procedendo da 10" in 10" , o anche da 1' ad 
un 1'. Ed alQn di veriQcare se gli errori provenienti dalle ultime 
cifre decimali ritenute nel valore di ciascuna linea siansi aumen- 
tati per modo da non far risultare esatte le ultime cifre del va- 
lore di una certa linea, si sono calcolati con antieipazione , da 
servire come termini di riscontro i valori delle linee di alcuni 
archi intermedii, e ciò per via affatto diversa, come potrebb' essere 
l'uso delle serie. 

276. Tutti i valori delle lineo trigonometriche rapportate 
al raggio come unità , costituiscono le tavole de' seni naturali ; 
ma ad agevolare le operazioni di calcolo che importa eseguire sui 
detti valori , in loro vece nelie tavole son riportati i corrispon- 
denti logaritmi nel sistema che ha per base 10; i quali per non 
averli negativi, si è supposto cangiato il raggio trigonometrico in 
10”, òssia in 10 000 000 000. Tale supposizione non apporta difll- 
coltà veruna , poiché quando il ed a rappresentano due archi dello 
stesso numero di gradi valutati il primo nel cerchio che ha per 
raggio i{ , ed il secondo in quello di raggio 1, si ha (F. nota 
pag. t%). 

sen A seii a „ 

= , , donde scnil=«sena, 

71 1 

e quindi , accadendo lo stesso per le altre linee , nella ipotesi di 
7t = 10'°' bisognerà moltiplicare per tal numero i già calcolati 
valori di sen a , cos a, cc. Del resto le medesime tavole conven- 
gono pure nella supposizione di R—l , sol che si considerino co- 
me apparenti le caratteristiche de' logaritmi de' seni c de' coseni. 

^ Cm» delle («vele (rlgonometrlebe 

277. Da ultimo diamo una breve istruzione sulla maniera 
di usare le tavole trigonometriche, che supponghiamo esser quel- 
le del signor de La Lande estese a sette cifre decimali, le quali 
appunto si trovano fra le mani della maggior parte degli studio- 
si ; ma ciò che sarem per dire potrà servir di guida anche quan- 
do si avessero tavole di altri autori. 
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Le (avole anzidette' procedono da minuto primo in minuto 
primo, e son costituite da novanta pagine avente ognuna nove 
colonne verticali , di cui quattro contengono i logaritmi delle li- 
neo indicate nell' ulto di esse ed appartenenti all' arco o all'angolo 
di cui il numero di gradi trovasi scritto di seguito alla indicazione 
medesima della linea, ed iminuli primi sono segnati nella prima 
colonna a sinistra , che porta in testa il segno ('} de' minuti primi. 
Cosi volendo per esempio il logaritmo di cot 17° 21' bisognerà 
trovare la pagina in cui veggonsi le lince corrispondenti agli angoli 
di 17 gradi, e fermandosi alla prima (chè ogni angolo si legge 
sempre in due pagine consecutive), si cercherà il numero 21 nella 
colonna dei minuti primi, e cosi nell' incontro della linea che parte 
dal numero 21, con la colonna delle cotangenti, si troverà il loga- 
ritmo' cercato eh’ è 10,5052571. Nello stesso modo si troveranno 
i logaritmi delle altre lince relative ad archi minori di 45 gradi.' 

Per gli angoli minori di 90 gradi, ed eccedenti i 45, si è ri- 
flettuto essere le linee scn. cos. tng. cot. eguali rispettivamente 
alle altre cos. sen. cot. tng. de' loro compiementi, e che dioonsi 
indirelle rispetto alle prime ; però nel basso di ciascuna colonna 
si trova scritta la linea indiretta rispetto a quella notata nell'alto, 
c si è fatta seguire dal numero di gradi, che unito a' minuti 
primi notati nella colonna che trovasi a dritta della pagina , for- 
ma il complemento di quello che leggesi nell’ alto della stessa co- 
lonna, e di cui i minuti primi stanno a sinistra. In conseguenza 
di ciò, i logaritmi delle linee trigonometriche degli archi mag- 
giori di 45 gradi si possono trovare nelle stesse tavole, leggendo 
nel basso delle pagine il nome della linea col numero de' gradi, 
c nella prima colonna a dritta il numero de' minuti primi: si tro- 
verà cosi, che log. tng. 57° 12' =10, 1908067. Del resto anche in 
questo caso possono farsi servire le indicazioni superiori; di fat- 
ti si ha 

I 

tang 57® 12' = cot (90° — 67° 12') = cot 32° 48'. 

278 . Nella maggior parte de' casi, gli angoli sono espressi 
con gradi , minuti primi , secondi , ed anche con parli decimali 
di questi ultimi; e sebbene nelle tavole non si trovassero che an- 
goli espressi in soli gradi e minuti primi , pure i logaritmi delle 
loro linee si potranno determinare con errore trascurabile ( di cui 
appresso stabiliremo il limite) mediante il principio dimostrato nel - 
la teorica de' logaritmi , che le differeme di due numeri da un 
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terzo , son tanto meglio proporziontài a quelle de' corriepondenii 
logaritmi , quanto più grandi sono i numeri e piccole le loro dif- 
ferenze : perciò quando è dato un arco in gradi , minuti primi , 
e secondi, si potrà ordinariamente stabilire la proponione ; la dif- 
ferenza de' due archi delle tavole fra' quali è compreso il dato , 
ossia 60", sta alla differenza deW arco dato dal suo prossimo mi- 
nore, ossia al numero de' secondi dell'arco dato ^che dinoteremo 
con m") , come la differenza tra' logaritmi degli angoli prossimo 
minore e prossimo maggiore del dato fche dinoteremo con d), sla 
alla differenza del logaritmo dell'angolo dolo da quello apparlenenle 
al suo prossimo minore (e che dinoteremo con Pp); »ole a dire 

60" : m" :: d: Pp; 


quindi la parte proporzionale Pp, ovvero il numero che bisogna 
aggiungere o togliere al logaritmo dell' arco prossimo minore del 
dato, si ottiene mediante la formolo 


Pp = 


dm" 


60 


molliplieando eioi il numero de' secondi dell’ arco dato per la dif- 
ferenza tavolare, e dividendola per 60 (*) : un tal quoziente, che 
esprime sempre unità dello stesso ordine di quelle di d , si ag- 
giungerà al logaritmo dell'arco prossimo minore del dato, se trat- 
tasi di seni o tangenti , ed invece si toglierà se la linea sarà un 
coseno o una cotangente , essendo chiaro che gli archi minori dei 
quadrante ingrandendosi , ingrandiscono parimenti il seno e la 
tangente e quindi i loro logaritmi ; mentre al contrario il cose- 
no e la cotangente diminuiscono. Intanto non è d'uopo calcolare 
le differenze tra due logaritmi , perchè già lo sono nelle tavole, 
e vi si trovano registrate in tre apposite colonne intestate con la 
parola differenza abbreviata ; di esse la prima e la terza (laterali 
r una alta colonna de' seni, e l'altra a quella de'coseni) contengono 
le differenze de'rispettivi logaritmi, e la seconda è situata fra le 
colonne delle tangenti e delle cotangenti: appunto perdiè uno stes- 
so numero esprime la differenza de'logaritmi delle tangenti e delle 

cotangenti di due archi consecutivi; infatti sihatnga = — ; — 

ceto 


n iDvaee bisogaertbbe divedere per 10 se si avessero le tavole ebe procedono 
da 10 secondi in 10 secondi, come sono quelle di Callq|, di Gardiner, e di altri. 
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quindi (og.tng a = — {og.cota , e per un altro arco si avrebbe 
del pari lof.lnga’ = — /og.cota' ; in conseguenza sottraendo, 
membro a membro, si ottiene 

loy.tnga— tnga'=— (ioj.cola — log.colo') , 

d’ onde risulta che il valore assoluto della diflèrenza dei logaritmi 
delle tangenti di due archi eguaglia quello della differenza delle 
loro cotangenti. I seguenti esempii mostrano l'uso delle dette re- 
gole , e servono per dare un tipo del calcolo. 

1. Delerminare U logarilmo di sen 34® 41' G". 

Log. sen 34® 41' . . . . =9, 7551431 
„ 6". 1825 

PP = H g^=-hl82,5 = 0, 0000182 

loj/.sen 34» 41' 6" . . . =9. 7551613 


2.® Trovare il logaritmo di col 48® 13' 20". 


Log. 
Pp = 


cot 48® 13' 
20".2543 


2543 


60 


Log. cot 48® 13’ 20". 


= 9. 9511334 
= 0. 0000848 
= 9, 9510486 


3. Determinare il logarilmo di cus 54» 16' 8", 48 . 


/.ogr.cos64® 16'. . . 

1756x8", 48 

** 60 
Log.cos 54® 16’ 8",48 . 


. . =9. 7664229 

. . = 0, 0000248 
. . =9, 7663981. 


279 . Il principio sopraccennato conduce parimente alla de- 
terminazione de minuti secondi dell'arco corrispondente al dato 
logarilmo di una sua linea, e che non si trovi esattamente nelle ta- 
vole (’) : ed in vero, se nelle proporzione 60": m": : d: Pp, si 


( ) Il DOmero dito debb'eswre compreso fra il massimo ed il minimo di qnelli 
delle tavole rdalìTi alla stessa linea, alirimenli o apparterrebbe ad un angolo pib 
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rhguardi come ignoto il numero m", e si ponga mente che quan- 
do è dato un logaritmo che non si rinviene esattamente nelle ta- 
vole, la quantità Pp è appunto la differenza di esso logaritmo 
dato dal prossimo minore tavolare; avviene che l’ arco ignoto avrà 
il numero de’ gradi e minuti primi corrispondenti al logaritmo 
prossimo minore del dato, ed un numero di secondi che si ot- 
tiene moltiplicando per 60 la differenza del logaritmo dato sul cer- 
cato , « dividendo il prodotto per la differenza tavolare; il quo- 
ziente cosi ottenuto ed approssimato alle unità , si aggiunge al- 
l’arco trovato, se trattasi di seno o di tangente (poiché queste 
linee crescono al crescere dell’arco fino a 90*), e si toglierà, 
per la ragione contraria , se la ricerca si riferisce ad un coseno 

0 ad una cotangente (*). A chiarire le cose anzidetto , valgano 

1 due esempli che seguono. 


1° Esempio 

Dato Loa. cos À= 9.0567650 trovare l’angolo corriapondcnfe 
* 9,0560706 f) 

M. n • ■ ■ 

A =83* 27' 6-2" 


2® Esempio 

Dato Io<i.lngB = 9, 9336722 

9,9335146 

60 

Diff. ■ 


, . . 40“38'00" 

. . = -i-30 

D = HO® 38' 30" 


«icrolo di un minulo primo, o sarebbe espressione di un arco immaginario ; e 
Pareo sarebbe tale, tulle le rolle che il numero dato, non può conrenire alla linea 
di coi Tuolsi che fosse logaritmo; cosi arverrebbe. se. traltandosi d. sem o cose- 
ni si desse un logaritmo la cui caraneristica fosse maggior di «'• 

’(♦) Alla sollrarione si potrebbe sostituire l'addiiione, servendosi dell arco pros- 

*7*o'Qaeswl il logaritmo prossimo minore del dato, e che »' ‘•'j®' 

le- wr Mlaro l’angolo corrispondente, si ricordi che quando I mdicaziona della 
liJTfc nel piS della pagina ( come nell’esempio attuale ) . i minati primi si 

debbono leggero nella colonna a dritta. 

(•••V Qui la parte proponionale è sottrattiva, ma se si fosse notato 1 angolo 
corrispondente al logaritmo prossimo maggiore del dato , la parto proporzio- 
nale sarebbe stala additila. 
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280 . La regola anzidetta fonda , comesi è veduto, sul prin- 
cipio della proporzionalità infra gli aumenti a’ numeri e quelli dei 
corrispondenti logaritmi, e perchè il medesimo non è rigorosa- 
racnte esatto , conriene indagare fra quali limiti è applicabile. 

In tutte le calcolazioni fatte per la costruzione delle tavole tri- 
gonometriche, noumeno che de’ logaritmi de’ numeri, si è spinta 
1 approssimazione sino ad ottenere un errore minore di una unità 
del settimo ordine decimale. Ciò posto, volendo conservare una si- 
mile approssimazione ne’ risultamenli da ottenersi con l’uso delle 
tavole, è d’ uopo ricorrere alla formola 

Lo<;.lin.tr'*-}-nAj;)=logi.lin.tra;-j. jA/og.lin.tra: 

, «(n-t) .. 

+ Y-g A ioj.lin.trx-l- 

che è conseguenza di un’ altra piu generale riportata nella parte 
superiore dell Algebra. La detta formola fa vedere come sia com- 
posto il logaritmo di una linea trigonometrica qualunque (lin. tr.) 
di un arco, per mezzo delle sue differenze successive (*): e da essa 
apparisce essere siifllcicMle lo impiego della sola differenza prima, per 
conservare uno stabilito grado di approssimazione , e ciò quan- 
, ... . n(n-l). ^ 

do il termine logi.lio.tr a; ha un valore minore di una 

unità di quell’ordine decimale che vuoisi esatto. Or nel nostro 
caso, in cui a; rappresenta un numero di minuti primi, la dif- 
ferenza Ax può supporsi eguale ad un solo di essi , e quindi la 
quantità nAx indicherà un numero di secondi quando sì fa 

n= JL 1 

60’ “60’ “6Ò 

Supponendo adunque il caso più svantaggioso in cui 


.1 Jr. I ^ i «'wi eh. prende no. fuMionc » 

•I p«rliMl.r.n*re U saa variabile le differenze del primo dal secondo, dai icr^ 

?o^r„ dinotano col simbolo Ay. o 

IO con A. mentre la differenza fra due differenze prime, a'indica con A • v o anclv. 
semp icemente con A-, e dicesi differenza zecomJa, , coal di «e^Sito 
l 1 fc questo II caso più svantaggioso, poiché se il numero de’secoodi r,„e mag- 
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c dippiii clic il valore del termine A* I 03 .lin.tra: debba 

essere minore di 0 , 0000001 , si avrà la relazione 


tÌ_^ V/og.lin.lr* < 0 , 0000001 , 

la quale si veriacherà tutte le volte che il valore assoluto della 
quantità di A» log. lìn. tra: sarà minore di 0,0000008 ('). 

Si conchiude da ciò che quando la differenza tra le differenze 
tavolaci de’logaritmi di due linee trigonometriche è minore di 8 , se 
si fa uso delle regole date nel numero precedente, per le quali si 
adoperano le sole differenze prime, si può essere sicuro di ottenere 
risultamenti con errori più piccoli di 0,0000001. Questa condizio- 
ne però non si veriQca in tutta la estensione delle tavole trigo- 
nometriche, essendoché la differenza seconda è maggiore di 8 negli 
archi compresi fra 

r e 12 ®, per i logaritmi de’ seni , 
r e 0®, e fra 78® e 90, per i logaritmi de’ coseni, 

1 ' e 12® e fra 78® c 90, per i logaritmi delle tng. e delle col. 

in tali casi adunque è necessario calcolare il termine affetto dal- 
la differenza seconda. È però che in fine delle tavole trovasi una 
pagina in cui è scritto Tavola A, la quale contiene i coefiicienti 
delle differenze A®, corrispondenti a tutti i minuti secondi ; in 
conseguenza ne’ casi particolari di che è parola, si trova prima il lo- 
garitmo della linea trigonometrica col metodo ordinario, e poi, presa 
la differenza seconda de’logaritmi appartenenti agli archi prossimo 
minore e prossimo maggiore del dato, si moltiplicherà pel numero 
che si trova nella colonna della tavola A segnata con C. A®, e che 
corrisponde al numero de’ secondi dell’arco dato, ed il prodotto, ap- 
prossimato alle unità intere, esprimerà i diecimillionesimi che con- 
viene aggiungere al logaritmo già trovato; cosi se l'arco è di 5® 18' 
12 ” e si voglia il logaritmo del suo seno, si troverà prima col 
metodo ordinario iog.sen 6 ® 18' 12”=8, 9658056, quindi la diffe- 
renza 44 tra le due differenze tavolar! di iog.sen 5® 18', e log. scn 5® 

Riore di 30. allora si rappresenlerS con x il numero de'miiinli primi prossimo mag- 
giore del dato, e quesl'allimo sarS espressa da x—n&x, in cui n é minore di 30. 

(*) Simile condiiionesi troverebbe pc 'logaritmi de'nomeri. 
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19', relative agli archi prossimumcate maggiori, si moltiplichi per 
0,080 clic èia dilTercuza seconda corrispondente a‘12'', ed il pro- 
dotto 3 si aggiunga al logaritmo trovato, si ottiene cosi 

Log ica 5® 18' 12"=8, 9658059. 

281. Quando il dato numero di secondi vien seguito da una 
frazione decimale, poiché non si trova calcolato nella tavola A il 
corrispondente coefliciente , si determinerà col fare la proporzio- 
ne : un 7nimilo secondo ( differenza tra i due numeri di se- 
condi che comprendono il dato), è alla differenza fra il numero 
dolo de' secondi ed il prossimo maggiore , come la differenza dei 
due valori di log. A» corrispondenti a' primi, è al valore che si 
domanda; di modo che se il numero de' secondi fosse 47", 64 si 
direbbe 1" (differenza fra 47 e 48 secondi) sta a 0", 64 ( diffe- 
renza, tra 47'', 64 e 47) come 5 differenza de’ vedori di Ca* cor- 
rispondente a 47" e 48"), sta ad x eh’ è il valore cercato di C4» 
relativo a 47", 64, ossia 


1:0", 64:: 5:x=320, 

Similmente si opererebbe se si trattasse del logaritmo di una tan- 
gente : 0 senza più dire per le altre linee , ricorderemo che de' 
coseni o delle cotangenti se ne determinerebbero i logaritmi , 
trovando quelli de’ seni 0 delle tangenti degli archi complementali, 

282. Allora quando ò dato il logaritmo di una linea , se 
r angolo 0 l'arco cui si rapporta , è compreso fra que’ limiti per i 
quali si è veduto esser necessario il calcolare le differenze secon.» 
de fnum. prec.), si determinerebbe come nel seguente esempio, il 
cui procedimento è giustificato dalle ragioni inverse di quelle e- 
sposte nel numero 280. 

Sia Log. tng x= 8,5566135: si trova con la regola ordinaria 
x = 2® 3' 48''; di poi l'eccesso 282 tra le due differenze conse- 
cutive de' logaritmi di 2® 3', di 2® 4', e di 2® 5', si moltiplica per 
il numero 0,080 della tavola A che corrisponde a 48", ed il pro- 
dotto 22, 66 0 piuttosto 23, si toglierà dal logaritmo proposto, 
si avrà cosi log. tngx=8, 6566112 da cui, facendo uso nuovamen- 
te della regola ordinaria, si avràx=2° 3' 48", 64. 

283. Per gli archi minori di due gradi si preferisce di non 
usare le differenze, attosochò le lince trigonometriche variano po- 
chissimo al poco variar di quelli , e però occorrerebbero tavole 
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calcolate con un maggior numero di cifre decimali; in tal caso 
si fa uso invece del rapporto della linea trigonometrica , per e* 
sempio del seno , all'arco , giacché quando questo rapporto fo^e 
noto, indicandolo con S (*), si avrebbe 

Sen X , r. I r 

= S , donde Log. sen a; = Log 5 + Log x, 

X 

conseguentemente si otterrebbe il logaritmo della linea , addizio- 
nando il logaritmo del suo rapporto all'arco con quello dell'arco 
stesso. Per tal tìnc nelle prime quattro pagine delle tavole trigono- 
metriche del de La Lande Irovansi calcolali i logaritmi dc'rapporli 
che hanno i seni e le tangenti con l'arco minore di 2°, i quali 
logaritmi, perchè hanno di comune la caratteristica 4 c le prime 
tre cifre decimali 885, si è notato in testa della colonna il nu- 
mero 4,683 cui bisogna scriver di seguito le altro quattro cifre 
decimali che trovatisi laterali al logaritmo del seno o della tan- 
gente dell'arco che si considera; che se questo contenesse minuti 
secondi, si troverebbe il logaritmo del rapporto che gli serba il se- 
no nel seguente modo: supponghiamo 25' 13''; nelle ta- 

vole si trova 


per I» 2o' Log. .9= 6853306 

per 1® 26' Log. .9=4,6853296 

DilTcrenza 10 


può dirsi perciò, se raiiraento di 60" all' arco di 1° 23' apporta 
la diminuzione di 10 unìtò del 7® ordine al logaritmo del rap- 
porto che gli serba il seno, l’aumenlo di 13" qual diminuzio- 
ne apporterà allo stesso logaritmo? Facendo uso di questa regola 
si troverebbe log.seo 1,23' 13" =8,3942062, log.tang 0®28' 31" 
= 7,9238821 avendo cura di notare che i logaritmi di 1®25’ 13'' 
e di 0® 28' 51" si trovano nelle tavole de'logaritmi de'numeri gio- 
vandosi delle indicazioni quivi esistenti, c potendo adoperare la nota 
regola quando vi fossero inoltre parli decimali di seguito. 

284 . Resta da ultimo ad esaminare il caso in cui essendo dato 
il logaritmo dei seno o della tangento di un arco riconosciuto 

(•) Si adopera la lellera S, o l’altra T, sccoudochè il rapporto nolo è tiucllo del 
seno all'arco o quello della UDgenle. 
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minore di due gradi, se ne voglia conoscere il corrispondente va- 
lore approssimato fino a’ centesimi di un secondo. Supponghiamo 
esser dato il logaritmo del seno di un arco x, sarà noto ioj/.sen x, 
e poiché si ha [imm. prectd.) 

log.seRx — ìog.x-\-log.S, d’onde log. x = log. senx — log.S 

si conoscerebbe adunque log.x se fosse cognito log. S , il quale 
sebbene non sia noto, non Io essendo l’arco x, pure è a notare che 
quest’ultimo, servendosi delle tavole trigonometriche , si può otte- 
nere espresso coi soli minuti primi esatti , ed allora sarà noto il 
corrispondente log. S, il quale tuttoché non fosse a rigore quello 
relativo all’ arco cercato x, pure non ne potrà differire che per 
meno di quattordici unità del settimo ordine decimale , tale essen- 
do la differenza de' valori di log. S per due archi consecutivi che 
differiscono per 1<* ; ma come de’ logaritmi di due numeri con- 
secutivi di secondi negli archi minori di due gradi, la differen- 
za é sempre di 603 unità dello stesso ordine decimale , cosi è 
chiaro che se 603 unità dell’ultimo ordine le quali si ritengono 
in più 0 in meno, fan trovare un' arco con un secondo di più o di 
meno, nel caso più svantaggioso di 14 delle stesse unità ritenute 
similmente, si troverà un arco in cui vi sarà di più o di meno, tal 
parte di un secondo quale è 14 rispetto a 603, cioè O”,023. 

Potendosi dire altrettanto nel caso si desse io^. toga;, ne ri- 
sulta che si troverà l’arco corrispondente ad un dato logaritmo del 
suo seno, o della sua tangente, nell’ipotesi che ci occupa, cercan- 
do prima il grado ed i minuti primi che nelle tavole corrisponde 
al log. p. m. del dato, e quindi trovando il relativo valore di log.S 
0 di log. T , che sottratto dal dato numero darà il logaritmo de' 
sccondt che compongono l’ arco cercato, i quali si determineran- 
no per mezzo delle tav. log. dc’numeri. Si é sicuro cosi ottenere 
un' arco che differisce dal vero per meno di 0'*, 023. Sia per c- 
sempio logaritmo tangx=8, 4252836: l'arco che nelle tavole cor- 
risponde al logaritmo più prossimo é a;=lo31', ed il logaritmo 
del rapporto che ad esso serba lasua tangente è tog.T = 4,6856764. 
si ha dunque log.x =log.tag x — /og.T =8,4252836 — 4,6856764 
=.3.7396072, e quindi a: = 5490", 44= 1“ 31'3”,44. 

La conoscenza delle relazioni che esistono tra le varie linee tri- 
gonometriche farà dipendere, dagli esposti principii, la determi- 
nazione del logaritmo di ogni altra linea , non meno che la so- 
luzione del problema inveiso. 
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285 . Mei calcolo logarìtniico è di bene evitare le soUrazio- 
■i facendo uso de’ complementi arilmeliei , riportiamo perciò le 
seguenti avvertenze, le quali sono state tratte dall' appendice alla 
trigonometria del distinto Professore D. F. Amante. 


Sci ceinplcmcnte nrilmctico 

u È noto che il complemento aritmetico di un logaritmo si 
ottiene togliendo da 9 tutte le sue cifre a cominciare dalla sini- 
stra , esclusa l’ ultima die si sottrae da 10 , e v]uesta opera- 
zione è cosi facile , che si esegue a memoria nel leggere i lo- 
garitmi delle tavole, de' quali siscrivono i complementi. Il com- 
plemento aritmetico si pone in luogo del logaritmo , ogni vol- 
ta che il numero cui si riferisce trovasi nel denominatore di 
una formula. Se nell' addizione di più logaritmi è compreso un 
complemento aritmetico , dovrà dalla caratteristica del logaritmo 
somma togliersi un 10 , se ve ne sono due , si toglierà 20 , e 
così di seguito. In questa operazione bisogna però aver riguar- 
do ai logaritmi delle frazioni decimali (1). Essi hanno una ca- 
raUtriuica complemento , per cui quando entrano in una somma 
con altri logaritmi , devono considerarsi come altrettanti com- 
plementi. Viceversa , siccome il complemento aritmetico del lo- 
garitmo di una frazione decimale , corrispondq al logaritmo di 
un numero intero , cosi esso ha una caratteristica vera , per cui 
entrando con altri logaritmi in una somma , non deve conside- 
rarsi come complemento. Quindi in generale potrà stabilirsi che 
dalla caratteristica delia somma di più logaritmi dovranno toglier- 
si tanti iO , quante caratteristiche-complemento vi sono fra i 
logaritmi stessi. Il seguente esempio chiarirà meglio queste idee. 


ESEMPIO. 


Log 0,025 = 8,3979400. 
Log 40,27 = 1,6049816 . 

C. 1.12,13 = 8,9161392. 
C. I. 0,0017 = 2,7695511 . 

5offlma= 1,6886119 . 


. caratteristica complemento 
. caraneristica vera 
. caratteristica complemento 
. caratteristica vera 

. si è tolto 20 dalla somma. 


(1) Nou pirliiiDO deUe friiioni ordinarie perché i loro logaritmi ai otlengc- 
no con la regola generale che dà il logaritmo di un quoiicnte. 
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Nelle tavole trigonometriche i geni ed*i coseni di qualunque 
arco , e le tangenti degli archi minori di 45 gradi , essendo 
frazioni dell' unità, hanno ne' loro logaritmi una caratteristica- 
complemento. 

Per evitare le sottrazioni nel prendere i complementi aritme- 
tici dei logaritmi , alle regole date di sopra per le parti pro- 
porzionali debbono aggiungersi le seguenti avvertenze. 

Volendo trovare il complemento del logaritmo di un dato nu- 
mero , si dovrebbe cercare il numero prossimamente minore nel- 
le tavole , e prendere il complemento del suo logaritmo ; iodi 
calcolare la parte proporzionale nel modo indicato di sopra , e 
siccome questa andrebbe aggiunta al logaritmo, cosi essa dovreb- 
be necessariamente togliersi dal suo complemento. Potrà in ve- 
ce usarsi quest' altro modo. Si cercherà nelle tavole il numero 
prossimamente maggiore del dato , si prenderà il complemento 
del suo logaritmo , ed a questo si aggiungerà la parte propor- 
zionale, calcolata per la differenza fra ii numero cercato ed il 
numero dato ; la quale differenza corrisponde al complemento a- 
ritmctico delle ultime cifre del numero proposto che non si tro- 
vano nelle tavole. 


E S E U P I O. 


Trovare il complemento logaritmo di 1.35,7934. 


I.* Maniera ~Comp. log. 135,79 7,8671322 


p. p. = — 320 X 0.34. 
Comp. log. 135,7934. 

2.* Maniera da tuoni a preferensa. 

G>mp. log 135,80 . . 

p. p. =-(-320x0. 66 . 
Comp. log 135 , 7934 . 


— 108.8 
7,8671213.2 


7,8671002 

-+- 211.2 


7,8671213,2 


Un simile procedimento si adopterà , per trovare nelle tavo- 
le trigonometriche il complemento del logaritmo del seno o del- 
la tangente di un arco dato , come si vede dall' esempio se- 
guente. 
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V ; . 

ESEMPIO. 

( 

Trovare il complemento logaritmo sen 20®. 37'. 30", 35. 

!.• Maniera 

Comp. log 20».37’.30" 0,4631489 

p. p. = — 659X0.035 .... — 19.6 

Comp. log. 20.37.30,35 0,4531469.4 

2.> Maniera da usarsi a preferenza. 

Comp. log scn 20®. 37. 40". . . . 0,4530930 

p. p. = -f- 659X0,965, , • • +539.4 

Comp. log scn 20.37.30,35 .... 0,4531409.4 • 

Il complemento del logaritmo del coseno o della cotangente si 
troverà in vece , cercando nelle tavole il complemento del loga- 
ritmo corrispondente all'arco prossimamente minore, cd aggiun- 
gendo la parte proporzionale. 

ESEMPIO. 

Trovare il complemento logaritmo col 20". 37'. 30", 35. 

Comp. log cot 20». 37». 30". . . . 9,57r)6IS9 
p. p. = + 038X0.035 ... -t- 22.3 

Comp.log. cot 20. 37 . 30,35 . . .9,5750211.3 

Quindi , alfìncliè le parti proporzionali siano sempre aggiunte 
oi logaritmi ed ai complementi logaritmi delle linee trigonome- 
triche , dovrà osservarsi la seguente regola. 

Nel prendere il logaritmo del seno o della tangente , bisogna 
cercare nelle tavole V arco prossimamente minore , e nel prende 
re i complementi logaritmi delle slesse lince trigonometriche , si 
cercheranno gli archi prossimamente maggiori. Il conlrcirio si pia- 

31 
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iicherà pe' coseni e per le colangenli. Ih lai modo la parte pro- 
porzionale sarà sempre positiva , e si calcolerà, moltiplicando la 
differenza delle tavole , per la differenza fra f arco cercalo e 
V arco proposto. 

Se dato il logaritmo del seno , coseno , tangente o cotangente 
debba trovarsi l' arco corrispondente , si cercherà sempre nelle ta- 
vole il logaritmo prossimamente minore del logaritmo dato , e la 
parte proporzionale si aggiungerà , trattandosi di seno o di tan- 
gente , e si toglierà trattandosi di coseno o di cotangente , come 
ii è accennato di sopra. 

I logaritmi delle secanti e delle cosecanti, essendo i complementi 
de' logaritmi de' coseni e de' seni, non esigono regole particolari. 

Dovendo prendersi la metà di un lojiaritmo che hn una rarat- 
tcrislica complemento , onde estrarre la radice quadrata dal nu- 
mero corrispondente , si aggiungerà 10 alla caratteristica prima 
di eseguire la divisione per 2 ; se deve prendersi la terza parte 
di un simile logaritmo , si aggiungerà 20, e cosi di seguito. La 
ragione di questa pratica si desume da ciò die accade nell' opera- 
zione contraria, cioè nel raddoppiare, triplicare etc. il logaritmo 
di una frazione decimale. In fatti se 9,8270315 è il logaritmo 
di una frazione quello del suo quadralo sarà 2X9,8270315= 
19,0510630, c quindi , se la caratteristica del logaritmo radice è 
complemento al 10 , quella del logaritmo quadralo sarà comple- 
mento al 20 , c del logaritmo cubo complemento al 30 etc.; o 
con più rigore potrebbe dirsi cosi: i logaritmi delle frazioni de- 
cimali presi secondo la pratica comune equivalgono ai veri loga- 
ritmi accresciuti di 10. Quindi chiamando 1 il vero logaritmo, L 
il logaritmo in uso, sarà l=L — 10, e prendendo la metà di am- 
bedue i membri di questa eguaglianza sarà, i l = i L—ò , ov- 
vero -ir I = -t ( L + 10 ) — 10. Da questa espressione appare che 
il logaritmo radice, posto sotto la forma comunemente in uso , 
è i ( L-i- 10), il quale si ottiene aggiungendo 10 al logaritmo 
proposto L, e dividendo la somma ottenuta per 2. Una simile di- 
rooslrazioDC potrebbe farsi per la radice terza, per la quarta etc. 
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L^EMl'IU HIIGO.'yO.WK l ineo COMPLESSIVO 


, /um I..®, iV. 

CuhuUiix la furinola cos wu 77®. 15 ' 


3S". 20. cus 65". 12’. 11”, 40 


12", 71. col 50». 10'. 27”. 34 


Log tuli 15® . 27’ . 30’’ 
|). p. Sl'JXO.52. 
Log cos C5 . 12 . 20 
p. p. . . 450X0.80 
e. logseii77 . 15 . 20. 

p. p. . . 48X0.729 
e. log col 50 . 10 . 20 
p. p. . . 428X0.734 

Log cos’a: . . . 

Log cos X . 

Log cos 07®. 48'. 50” 
p. p. . . . — .3, 79 
x = t)7«.18'.4t>".2l 


. 9,4417604 
+ 425.9 
. 9,6223912 
-1- 392.2 
. 0,0108334 
+ 36 
. 0,0788390 
+ 314.2 

. 19,1541407.3 
, 9,5770703.65 
. 9,5770508 
195,63 

3^9 



Se la foniiula da calcolarsi cuiiipieiidesse qualche logaritmo, cO' 
me le scguciili , 

ain log p, ò® log SCI! X , allora passando ai logaritmi si a- 
\ icbbc , 


Log (am log p) = log a + log m+ log log p 
Log {/>®log seu x) = 2 log b + log log sen x, 

c per eseguire il calcolo , converrebbe prendere nelle tavole , i 
logaritmi de’logaritmi. Questa operazione non olTre alcuna diflì- 
coltà quando il numero di cui deve prendersi il doppio logaritmo 
è un intero. Ma se è una frazione , nel prenderne il primo lo- 
garitmo bisogna seguire un andamento diverso da quello che si 
usa ordinariamente. Imperciocché i logaritmi ohe si adoperano 
per calcolare una formoia comune , non sono che un islrumento 
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per ottenere più prontaincotc il valore che si cerca , e si può 
dar loro quell’ aspetto che meglio couviebedlla speditezza del cal- 
colo ; ma in una formolo che contiene qualche logaritmo, que- 
sto forma parte integrante del valore che si cerca , ed è il sog- 
getto e non già l' istruroento del calcolo, onde deve esser con- 
siderato nella eifetliva sua quantità. Ora , i logaritmi delle fra- 
zioni , come si rappresentano comunemente , sono i complementi 
aritmetici de' veri logaritmi , col segno cambiato- Di fatti nel 
prendere , per esempio , il logaritmo di f si fa , 

Log “ = log 5 - log 6 = 0,6989700 — 0,7781612. 

e non potendo eseguirsi la sottrazione , si suppone aggiunta al 
primo logaritmo la caratteristica 10: c si ottiene log 1=9,9208188. 
Questo dunque non è se non se I’ eflettivo logaritmo aumeulato 
di 10 , per cui il vero logaritmo di | sarà 

9,9208188— 10 = — 0,0791812. 

il quale poteva ottenersi direttamente eseguendo la riduzione al- 
gebrica dell' espressione , 

Log 5 — log 6 = 0,6989700 — 0,7781512 = — 0,0791812 

Quest' ultimo logaritmo è quello che dovrà adoperarsi , nel caso 
che debba prendersi ii log log f . Cosi volendo calcolare l'espres- 
sione 25 log f , si farà come segue ; 

Log 5 = 0,6989700 

Log 6 = 0,7781612 

Log di i = — 0,0791812 ... Log log | = 8,8986210— 

P- P 11 

Log25. . = 1,3979400 

Log (25 log i) = 0,2965621— 
25 log I =- 1,9795 

dove è da notarsi , che il logaritmo di 0,0791812 si è preso nel 
modo ordinario , perché qui serve solo per istrumcnto di calcolo. 
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oiiJu oUcncro il valore del prodotto di 25 per — 0,0791812; c 
si è scritto il segno — dopo di esso come semplice ricordo del 
segno che alTclta il numero corrispondente. Che se avesse voluto 
conoscersi 1’ effettiva quantità del logaritmo di log i, per calco- 
lare a cagion d’ esempio la formola 26 log log|, esso , dovendo 
appartenere ad un numero negativo , sarebbe stato immaginario. 

Si procederà allo stesso modo nel prendere il logaritmo di una 
frazione decimale , o delle linee trigonometriche minori del rag- 
gio , cioè dovranno introdursi ucl calcolo gli effettivi primi loga- 
ritmi di quelle quantità , che sono i logaritmi presi nel modo 
ordinario accresciuti di 10 >. 

CAPITOLO HI. 

PREUHINAItt PEB tA BISOLUZIONE DE' TRIANGOLI. 

286. I tre lati ed i tre angoli di un triangolo costituiscono 
i sci clementi di esso , c risolvere un triangolo vuol diro calco- 
lare i valori numerici di tre de’ suoi clementi , qualora sian dati 
gli altri tre, fra’quali fosse compreso almeno un lato. Questo pro- 
blema presenta quattro casi distinti , cioè quando son dati 

1.0 Due angoli ed un lato; 

2.0 Due lati e l’angolo opposto ad uno di essi ; 

H.o Due lati e l’ angolo compreso ; 

4.* I tre Isti. 

In ciascuno di questi casi è d’uopo mettere in veduta le ana- 
liighc relazioni che i lati serbano cogli angoli . cpivcrò comincia- 
mo dal premettere le seguenti proposizioni, 

TEOREMA 1.® 

Ne' Iriangoli retlilinei i Ioli sono proporzionaii a' seni degli an- 
goli opposti. 

Sia ABC un triangolo qualunque Ifig. nella pag. seg.) , di cut 
gli angoli vengono dinotati con lettere maiuscole poste a'Ioro ver- 
tici, ed i lati opposti con le stesse lettere, ma piccole. Co’ vertici B 
c C come centri, e con intervalli eguali al raggio delle tavole tri- 
gonometriche , che supponghiamo essere l’unità, descrivansi due 
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archi di cerchio , e da’punli M, A, N si abbassino le [lerpciidi- 
coluri sul luto BC , sarà 


Ml’ = scaB, NQ = scnC, BP = cosB, CQ = cosC. 



Poicliè il triangolo proposto si è diviso 
per mezzo della perpendicolare AD in 
due triangoli rettangoli ABD, ADC, che 
sono simili rispellivamcnle a' due BMP» 
CNO. risultano le seguenti proporzioni 


AB : AD : : BM : MP, AC : AD : : CN : NQ; 


ed inoltre avendosi per costruzione BM = CN = 1 , ne segue 
AC: AB :: MP : NQ, ossia 

b : e : : senB : seii C ; [IJ 

in simil modo abbassando dal vcrlicc B la perpendicolare sul Ia- 
to opposto , si troverebbe 

a : e :: scn A : scnC, [2] 

e di queste due proporzioni , è conseguenza la terza 

a : 6 ; : seu A : scn B, [3] 

la quale si avrebbe poUilu dedurre altresì facendo uso della per- 
pendicolare al lato AB da condursi pel terzo vertice C : con ciò 
resta dimostrato il teorema. 

287. Dalla similitudine de’ medesimi triangoli si Iranno pu- 
re le altre pro|)orziuni 

l:cosB:;c:BD BD = ccosB 

l:cosG::6:DC DG = 6cosC; 

quindi con l' unire i valori di BD e di DC, e con l'osservare che 
BD + DG = BG=a, si deduce * 

a = b cosG+c cosB; 

del pari facendo uso delle altre coppie di liiaugoli simili che 
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cmcr{;ono con lo abbassare le perpendicolari dogli altri due rer- 
tici > si ottiene 

6 =a cosC+c COSA, 
c = a cosB-|-6cosA. 

Per mezio di queste tre ultime equazioni si può dimostrare la inde- 
terminazione del problema che avesse per oggetto di trovare i lati 
di un triangolo, quando fossero cogniti i soli tre angoli; poirhò 
adoperando all' uopo un metodo qualunque per eliminare nelle 
tre relazioni precedenti i lati a, 6, e, si perviene sempre ad una 
equazione la quale ò indipendente da’ lati ; e quindi non poten- 
do avere una equazione contenente una sola delle quantità cer- 
cate , si rende chiaro essere impossibile la loro determinazione. 

Ma se poi si dividesse ciascuna delle tre indicate equazioni per 
uno de'lati, e si riguardassero come quantità ignote i rapporti che 
al medesimo serbano gli altri due, allora si avrebbero due incognito 
con tre equazioni , e di queste ( poichò due sole bastano per la 
determinazione delle incognite} la terza dovendo restar soddisfatta 
quando vi si sostituiscono i trovati valori delle ignoto, esprimerà 
una condizione che dee aver luogo fra gli angoli, perchè il pro- 
blema fosse possibile, la quale relazione si riduce a dover essere 
la somma de’ tre angoli eguale a quella di due retti. Di fatti 
eseguendo tali operazioni si trova la equazione 

cos* A cos* B + cos* C + 2 cos A cos B cos C = l 

la quale, in conformità di quello che altrove (2o2) si è mostra- 
to , fa conoscere che A-f-B-|-C= 180®. 

TEOREMA 2.» 

288 . Ne' triangoìi reUangoH la ipotenusa sta ad un rntelo 
come il raggio delle tavole sta al seno dell’ angolo opposto ad esso 
cateto, 0 al coseno dell' angolo adiacente ; ed un cateto sta aU'atiro 
come il raggio sta alla tangente dell’angolo opposto al secondo 
cateto. 

Nel triangolo di cui a, b, c, sono i lati, ed A, B, C, gli an- 
goli ad essi opposti, so supponesi che l’angolo A sia retto, e per 
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conseguenza che a aio ipotenusa oboe cateti, sarà scnA^t, 
e le relazioni 

a : 6 : : BCD A|: sen B, a : e : : scn A : scn C 

date dal teorema precedente, diventano 

a : A :: 1 : senB [1] a : e : : 1 : scn C. 

Inoltre, poiché gli angoli B e C insieme presi uguagliano un 
retto, l'uno sarà complemento dell'altro; e però il sono dcH’uno 
pareggia il coseno dell'altro; sicché dalle proponioni [1] si passa 
alle altro 

a : é : : 1 : cos e [2] a : e : : 1 : cosB. 

Dippiù, essendo pel citalo teorema e : 6 scnC: senB, se al 
termine scn C sostituiscasi cns B , che gli 6 uguale quando il 
triangolo ò rettangolo in A , si avrà e : b :: cosB: senB, ossia 

, , senB 

e : b : : 1 ; — - ; : 1 : tngB [3] 

cosB ** ^ ^ 

e del pari, so nella proporzi(Hie b : e :: senB ; senC, sostituiscasi 
cos e in luogo di scn B, si troverà 

b:c::l:tngC. ... [4] 

Le proporzioni [IJ [2] [3] e [4] si avrebbero potuto stabilire di- 
rettamente col descrivere un cerchio col centro in uno degli an- 
goli acuti del triangolo, e col raggio eguale a quello delle tavo- 
le, e segnando la tangente ed il seno dell'arco compreso fra la 
ipotenusa ed il cateto. Esse dimostrano il teorema proposto : ed 
inoltre , eguagliando in ciascuna il prodotto de' termini estremi 
con quello de' medii, si vede che ne’ triangoli rettangoli 

1.0 — Un cateto eguaglia la ipotenusa moltiplicata pel seno del- 
l’ angolo opposto, o pel coseno dell' angolo adiacente. 

2.0 — Un cateto moltiplicato per la tangente dell'angolo adia- 
cente ad esso, eguaglia l'altro cateto; e quindi la tangente di un 
angolo acuto eguaglia il cateto opposto dioiso per l'adiacente. 
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289. In virtù del primo degli accennati principii si hanno lo 
due equazioni acosC=6 , asenC = c, le quali venendo addizio* 
nate membro a membro, dopo di averle elevato a quadrato, dan- 
no 6*-j-c»=o* (sen*C-4-cos*C)=a*, conche resta dimostrato al 
triraentì il notissimo teorema di Pitagora. 

TEOREMA 3.» 

290. In ogni triangolo il quadrato fatto sopra un lato e- 
quaglia la somma de' quadrati falli su rimanenti due , meno il 
doppio prodotto di questi ultimi lati pel coseno dell'angolo da essi 
compreso. 

Nella geometria elementare è dimostrato che in un triangolo 
ABC si dee verificare la relazione AB*=BC*-1 -ÀC*:f 2BCXCD, 
. nella quale è da ritenersi il segno superio- 

j re se l'angolo in C è acuto, e l’inferiore se ò 

/ ottuso: or poiché il triangolo ACD è rettan- 

a 0 c goto in D, sarà CD=ACcosG per- 

ciò, adottando i consueti simboli, la riferita relazione, dopo avervi 
sostituito il valore di CD, dà 

c*=a*-f5*— 2a6cosC ... [3J 

e sotto questa forma si è potuto ritenere il solo segno meno in- 
nanzi all' ultimo termine senza che la relazione cessi perciò di 
essere applicabile nel caso l'angolo C sia ottuso, perchè, quando 
ciò fosse, cosC sarebbe negativo, e quindi l’ultimo termine che 
rappresenta 2BCXCD, risulterebbe additivo (*). 

(') Qarslo teorema paò dedursi diretUmeute dal priocipio della proponio- 
nalità de’ lati a’ seni degli angoli opposti. Di vero essendo 

senA^ seoC sen “n C ^ ^ e sen A ^ B 

o ® ’ 6 « sen C ■” scnc’ 

i qnill valori , elevandoli a quadrato per quindi addiiionarli e aottracndo dal- 
la somma il loro prodotto moltiplicato per 2 eoa A, e riflettendo da altimo che 
seo*A=3 1 — eoa* A, e che sen*B = 1 — cos<B, 
danno 

na^A. » - cos» A cos«B - 2 eoa C sen A sea B ,,, 

sen»C 

32 
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29 1 Risolvendo la equazione [5] rispetto a c, si ha la forinola 


®= — 2a6cosG , 

la quale per mezzo delle opportune trasformazioni può bene farsi 
divenire comoda al calcolo logaritmico. A tal Gne si ricordi che 
cos2A = l 2sen A (2 j 5): or se mutasi 2A in C, e per conse- 
guente A in +C, si ha cosC==l— 2 sen*+C, sicché , fattane la 
sostituzione nel valor di c, si ottiene 

c =y~ o*-t-6‘— 2ÒC 4- 46csen“ 4- C = bc sen*4- C 

r tv ■/ sen=* C 

ed ommetlendo che la radice quadrata del termine frazionario 
sottoposto al radicale , rappresenti la tangente trigonometrica di 
un certo angolo che sarà sempre calcolabile , si ha 


e=(a-b)V l-+-tng *9 = (a— 6)seg<i>=.i— £ . . . [6] 

cos ? 

292. Cosi pure risolvendo l' equazione [5] rispetto a cos C . 
si ricava 

a» + 6'-c* 

COSC i — iii I r*.*! 

2 nò ["J 


in cui eseguendo nel valore di cos C , la medesima trasformazio- 


Ora è noto (SSiJ che, nel caso di A-{- B + C = 180<>, ai ha la relaziODe 
eoa C ra aeo A aen B — cos A eoa B 
dalla quale, moltiplicandone ambo i membri per 3 cosC, si deduce 
2 cos C aen A aen B = 2 eoa* C -f- 2 eoa A cos B cos C, 
e quindi fatta la aoslitnzione nella relaziono [l] e ricordando, che 
cos'A+cos* B-i-cos C*— 2 cos AcosB cosC = 1, c che 1 — cos* C~sen’C, 
la frazione del secondo membra si riduce ad 1 , e si ricava in fine 
0*4- — 2odcosC = «’: 

con ciò rimane fermo poggiare la sisolazione dei triangoli snll' unico principio 
fondameniale, che costituisce il soggetto del primo teorema. 
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ne di poc'anzi , e dinotando con ii perimetro a + b+c, si 
avrà successivamente 


1 — 2sen*l C = £_ d'onde sen*i C=i~*— “i” 

2 ab 

2a6 — a * — h' -\-c' c* — (a — 6)* (c+a— 6) (c — a-+-b) 


4 ab 


4 ab 


4 ab 


(c-f-a+à— 26) (c-t-à-f-g— 2a) (2p — 26) (2p — 2a) _fp—aYp — 6 

4 ab 4 ab ab 


e si ricava Analmente 


sen 


' ab 


[8J 


che se nella soprascritta formolo [7J sostituiscasi 2cos*lC — 1 a 
cosC(2^5 in fine), e si faccia un calcolo del tutto analogo al pre- 
cedente , si ottiene facilissimamente 


cosi- 


C=l/HÉ3; 

' ab 


[9] 


dalle quali due ultime relazioni, col dividere l'una per l'altra, si 
ricava 

,ng*c=|/l?=5ii2^. 

P (p— c) 

Con simile procedimento si trovano le altre 


[tOJ 


, _ t /(P— «) (p~c) 
^ P(P-6). ’ 

[11] 

_ |/1P— *) (P— ®) 
^ P (P— a) ' 

[12] 


non meno che quello relative al seno ed al coseno di i B e di i A- 
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Da ultimo osserviamo che se dividasi una delle precedenti for- 
molo , per esempio la [12] , successivamente per ciascuna delie 
altre due, e ne'risultamcnti sostituiscansi alle diverse tangenti i ri- 
spettivi valori in funzione delle cotangenti, si otterrà 


rot i- B p—b 

coll- A p — a 

d'onde 


col i C p — r 

col i A p — a 


n b 

cot i B = ' cot i- A 

p-a 


col 1 C ^ cot i A 
p-a 


[13] 


293, Tutte le notate formole fan rilevare la relazione che 
debb’ esistere fra tre rette a, b , c, quante volte si vogliano far 
essere lati di un triangolo. Di fatti, considerando, per esempio la 
formola [10] , apparisce che la quantità sottoposta al radicale de- 
v'essere positiva perchè il medesimo non risultasse immaginario, e 
ciò esige o che ciascuno de'tre binomii p—a, p—b, e p—c, sìa 
positivo, 0 che uno sia positivo e gli altri due, per esempio p—b, 
e p—c, negativi; ma questa ultima supposizione non può aver luogo, 
giacché se fosso p—b •< 0 e p—c < 0 dovrebb'cssere anche la loro 
somma minor di zero, ossia 2 p— 6 — c<0, e quindi o<0, lo che 
è assurdo. Adunque dev'essere p — a>0, p— 6>0, p — c>0, 
e quindi 2p — 2a>0, 2p — 26>0, 2p — 2c>0, ossia 


ò-l-c>a. a-+-c>ò, o-|-6>c, 


lo che addimostra che ne' triangoli un lato qualunque è sempre 
minore della somma degli altri due. 


RIaoliixlone do’ trlaii|i»ll ebbllqnansoll 

PROBLEMA 1.» 

294. Dati due angoli di un triangolo ed un lato opposto ad 
uno di essi, determinare le altre parti. 

In prima si trova il terzo angolo sottraendo la somma de' due 
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dati da 180® ; sicché neila ipotesi di esser dati A , B , ed a , 
si ha 

C = 180«-(A + B), 

epoichè senA : senB a : é, senA : senC :: a : c si troveran- 
no gli altri due Iati mediante le formole 

asenB asenC 

^ senA ’ ^ seoA 

alle quali applicando i logaritmi , si ottiene 

Log6=logo-f-logsenB-+-com.log senA, 

Log c = log o -h log sen C com . log sen A ■ 

ESEMPIO RDMBBICO. 

Sia A = 27® 15' 31", B = 54® 28’ 12", 0=147,86. 
Essendo C=180®— (A+B), in questo caso risulta di 98® 16' 17"; 
si calcolano in seguito i lati 6 e c come qui sotto. 

CalcoUisione di c 

osenC 

* senA ’ 

Ioga ....... 2,1698507 

logsenC 9,9954687 

Com. log sen A. . . 0,3391274 

loge 2,5044368 

c=319,47 

PROBLEMA 2.® 

295. Doli due lati di un triangolo e f angolo opposto ad uno 
di essi , (rotore le rimanenti cose- 

Siano dati o, é, ed A ; dalla proporzione o : é :: seoA : sen B 
si ricava 


Calcolazione di b 

_ o sen B 
senA 

Ioga 2,1698507 

logsenB . . . • • 9,9106237 
Com. logsenA. . . 0,3391274 

logé 2,4193018 

6=262,72 
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^ 6 sen A 

sen B= 1 


ed una volta conosciuto T angolo B , si otterrebbe il terzo C me- 
diante la relazione C = 180® — (A-l-B). Da ultimo si troverebbe il 
lato incognito c, con l' altra proporzione sen At sen C: :a ; c, la 
quale dà [*) 

a senC 

c = 

sen A 


Il problema attuale , giusta quanto si è apparato nella geo- 
metria elementare , può non ammettere soluzione alcuna , può 
ammetterne una sola , ed in alcuni casi può anche presentarne 
due; ma siffatte deduzioni possono ricavarsi tuttavia dalle for- 
molo stabilite qui sopra- Di vero l' angolo B ( dal quale dipen- 
de l’altro C , e quindi il terzo lato c ) vien determinato per mez- 
zo del suo seno , e poiché il seno di un arco deve sempre esser 
minore del raggio trigonometrico, segue che quando si ha sen B, 

fc sen A 1 n \ ■ • • 

ossia , maggior di 1 , il valor di B è immaginano , e 

a 

quindi il problema impossibile ; mentre se 1' anziscritta frazione 
fosse eguale ad 1 , il valor di B sarebbe unico , cioè 90®, e si 

avrebbe una sola soluzione; che se 1, allora (poiché 

a 

ad un medesimo seno corrispondono due angoli uno acuto e l’al- 
tro ottuso , che sono supplementali ) dinotando con B' l’ acuto 
e con B" 1' ottuso , si avranno due altri valori per C , i quali , 
rappresentandoli rispettivamente con G' e C" , saran dati dalle 
relazioni 

C'= 180® - (A+B’) . C”= 180® — (A-HB'') , 


(*) Quest’ oUimo qdesito può essere determinato diversamente col solo mezza 
delle quantità date , senza determinare prima 1’ angolo C i ma la formolo che 
si ottiene è poco utile al calcolo logaritmico , e se la si trasformasse per mo- 
do da essere comoda al calcolo logaritmico, si giungerebbe ad un'altra che im- 
pegoa ad egual numero di approssimazioni: pertanto ai preferisce la precedente. 
Si veggano gli Bltmtmi di Geodesia del professore F. Auàhtu psg.19 Napo- 
li 1817. 
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e però nella supposizione attuale il problema può ammettere dua 
soluzioni. 

In quest’ ultimo caso abbiam detto che il problema può am- 
meltere due soluzioni , e non già che deve ammetterle , poiché 
la esistenza degli angoli C' e C'i è subordinata alle condizioni 

A+B'<180» [1], A+B"<180» [2], 

nelle quali bisogna ricordare che B' rappresenta un angolo acu- 
to, e B" l’ottuso complementale ; si vede quindi che per decidere 
della esistenza delle relazioni precedenti , è necessario considera- 
re la grandezza dell’angolo dato A. Supponghiamo primieramente 
che A sia ottuso o retto, allora la seconda relazione non può esiste- 
re e, veriQcandosi solamente la prima, ne segue B'<180®— 
d' onde 

. 6 sen A ^ . 

sen B'<sen A, ossia < sen A 

a 

il che mena a dover essere 6<a. Adunque quando l'angolo da- 
to è retto 0 ottuso , non vi può essere che una sola soluzione , 
e perchè la medesima avesse realmente luogo , è necessario che 
il lato , il quale supponesi opposto all' angolo dato , fosse mag- 
giore del rimanente. 

In secondo luogo sia A < 90» : si verificheranno in tal caso 
ambo le relazioni [1] e [2] , e nella prima essendo acuto tanto 
A quanto B', sarà l'uno maggiore o minore dall’ altro, a misura 
che il lato a è similmente maggiore o minore di h ; per conse- 
guenza sussisterà sempre la soluzione in cui entra 1 angolo B' , 

purché sia < l ; ma il supporre che si verifichi la se- 

a 

conda relazione A4-B"<180», vale supporre che debba essere 
A< 180® — B" , cioè 

6 sen A ,, , ^ . 

sen A <sen B", ossia sen A < , d onde a <6. 

a 

sicché nella ipotesi che l’angolo dato è acuto, se il lato opposto 
è maggiore dello adiacente dato vi sarà una sola soluzione , e ve 
ne saranno due nel caso contrario , salva restando sempre la i- 
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b sen A 

polesi di < 1, la quale mena ad a> bsen A, ossìa che 

a 

il Iato opposto all’ angolo dato de?' essere maggiore della perpen* 
dicolare al Iato da determinarsi condotta dal vertice opposto. 

Le identiche conclusioni si possono ottenere con lo applicare a 
questo problema il principio dimostrato nel numero 290 : di fer- 
mo avendosi per quel teorema a"=b*4-c*— 26ccos A, si ricava 

c=b cosA±V6*cos*A+a*— 6», ” 

ossia 

c = 6cos A±Va*— 6* (1— cos*A) =6cos A ± I^a*— fc'sen'A 

e quindi , avendo riguardo al valore della quantità sottoposta al 
radicale , si scorge chiarissimamente che le soluzioni possono 
essere due, una, o nessuna; ed un esame più approfondito fa- 
rebbe rilevare che ciò avviene nelle istesse circostanze esaminate 
di sopra. ' . 


ESEMPIO 

A=71<* 16' 43", a = 7832,06, 6 = 8046,52. 

Vi sono due soluzioni, perchè A<P0“, ed a <6. 

Calcolazione deW angolo B. Dalla formala sen B ^ si ha 

a 

Log sen B=Log 6-f-log sen A-{-com. log a, e quindi 

Log 8046,82 3,9056081 

Log sen 71® 16' 43" .... 9.9763916 
Com. log 7832,06 6,1061240 

Somma . . 19,9881236 

*^«enB 9,9881236 

B’= 76® 39' 41", 4 B"= 103® 20' 18'', G 
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4* soluz: B=76» 39’41",4 
Calcoiaz: di C=180®— (A+B) 

A . . . . 71° 16' 43" 

B . . . . 76“ 39' 41”,4 

A + B = 147° 56' 2i",4 
C = 32° 3' 35", 6 

Calcolazione del lato c 

a sen C 

c = , 

sen A 

log 7832.06 . . . 3.8938760 
log sen 32° 3' 35", 6. 9,7249353 
C. log sen 71° 16' 43" 0.0236085 

Somma . . 13,6424198 

logc 3,6424198 

c = 438,955 


2.°solus:B = 103“20’ 18'\6 
Calcoiaz: di C=180°-(A+B) 

A ... - 71° 16» 43" 

B . . . . 103° 20' 18'',6 

A + B . : 174 37' 1",6 
C = 5° 22' 58", 4 

Calcolazione del lato e 

a sen C 
c = — — • 
sen A 

log 7832,06 . . . 3,89.38760 
log sen 5° 22' 58", 4 8.9722537 
C.logsen71°16'43" 0,0236086 

Somma . . 12,8897382 

log c 2,8897382 

c = 775,78 


PROBLEMA 3.° 


296 . Risolvere il triangolo di cui si conoscano due lati e 
rangola da essi compreso. 

Sia C r angolo dato, ed a e 6 i lati che lo comprendono : ò 
chiaro che se si conoscesse un altro de’ rimanenti angoli A e B 
la soluzione potrebbe completarsi come nel primo o nel secondo 
problema ; or poiché di tali angoli è già cognita la somma , es- 
sendo A-t*B=180°— C, cosi ove mai potesse determinarsi la dif- 
ferenza A— B , si avrebbe modo come venire in conoscenza di A 
e di B mediante il notissimo teorema che il maggiore de' due è 
uguale alla semisomma più la semidifferenza; e che il minore c- 

31 
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guaglia la semisomma meno la semidiffirenza. Or poiché u so cs 
sere a: b :: seo A : scn B ; ne segue che 

a+6 : a— 6=senA+seoB : sco A— senB , 

e quindi facendo uso del principio dedotto in ultimo del nume- 
ro 263« si ha 

a+6 : a— 6 : ; tng *(A+B) ; log i(A-B) , 
d’onde , 

tng*(A_B)=^.2ZlÌ2iìiÌt£I 

fl— 6 * 

e poiché dcv’ essere i^A+*B-|-fC=90«, ne segue che 
tngi(A-t-B) = tng(90«— iC) = cotiC , e quindi 


tngi(A-B) = ^cotfC, 

Con queste ultima formola si ricava comodamente il valore di 
♦ {A — B) , potendosi giovare de’ logaritmi ; ed una volta thè si 
é determinata la semidifferenza si deduce 

+ B A-B 

2^2 ’ ® ®~~2 2 ~ • 

Dopo ciò si può determinare il teno lato e, come nel pro- 
blema l.o (294), mediante la proporzione fra’lati ed i seni degli 
angoli opposti , o anche direttamente con I’ aiuto della formola 
del numero 291; ma nelle applicazioni numeriche, aflln di tro- 
vare un logaritmo di meno , può adoperarsi la formola 

_ (o-j-6) senjC 
cos i {A— B) ' 

la quale si ottiene nel seguente modo. Dalla solita proporzione 
0 ; 6 scn A ! scn B, si ha 
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a-|-6 

a+ 6 : 8 eDA+senB::a:seDA, quindi — -= — : =r [ 1 ] 

senA senA-l-senB 

e poiché mutando p e 9 in A c B nella prima delle formolo [28] 
(pag. si ha chosenA-|-8enB=2seni-(A-|-B)cosi(A — B), ed 

al fattore sen i (A+B) sostituendo la quantità eguale coslC (atteso 
che i-(A+B)=90o — i-C), cosi la relazione [1] prendo la forma 

a o+ft 

senA 2cosi-G.cosi(A — B) ’ 

laonde 

asenC ^ «+é v 2 seni-C cosi. 

senA 2cosi-Cco8i(A — B)^ cosi-(A_B) 

ESEMPIO. 

0 = 379,94 , 6 = 218,663 , C = 32»19'47" 

Calcolazione per trovare V angolo 4- (A — B) 
a — 6 

tngi(A— B) = -—colie 


0 — 6 . : 161,377 Log (a— 6 ) . . . 2,2078416 

0 - 4-6 698,503 Com. log(o- 4 - 6 ) . 7,2229336 

iC 16® 9' 63», 5 LogeotiC . . , 10,5378189 


♦(A- 4 -B) . . . 73®50'6",5 Log tang i (A— B) 9,9685941 

■KA— B)=42®65»48'',8 

CalcrÀazione drgii angdi A e B 


i(A+B) 730 50' 6 », 6 

i(A— B) 42® 55' 6 


A =116» 45' 55'' 
B= 30® 54' 18" 
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Calcolazione del lato c 


__(a-f-6} sente 
rosi(A— Bj 

Log (0 + 6) 2,777006* 

LogsentC 9,**4672* 

Com Iogcosi-(A — B) .... 0.16G7852 

logc. ...... 2,3885240 

c = 244,639 

PROBLEMA 4.» 

297. Dati i tre lati di un triangolo determinare i tre an- 

ij'tli. 


Le forinole [10], [11] e [12] del numero 292 (pag, 25/j ri- 
solvono immediatamente questo caso, quante volte fra' Iati si ve- 
rifichi la necessaria condizione di essere uno qualunque di essi 
minore della somma degli altri : sicché resta solo applicarle ad 
un coso particolare. 


ESEMPIO 

Sia 0 = 137,004 6 = 98,620 c = 200,008 


Operazioni preparatorie. 


p = t(a + 6+c). . 217,816 
p — a . . . . . . . 80,812 

p-b 119,196 

p—c . 17,808 


logp 2,3380898 

log(p-o). . . . 1,9074759 
log(p — 6). . . , 2,0362617 
log(P;— <■) • • • • 1,2506161 
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Calcolazione per rangola A 


Calcolazione per Vangalo B 


tng^A 




p-b) (p—c) 
P (P—a) 


tlog(p-b). . . . 1,0381308 
4-log(p— c). . . • 0,6253075 
Ckitn. i log (p— fl). 9,0462621 
Com.i-Iogp • . 8,8309551 

logtngiA.. . . 19,5406555 
ìA=19» 9' 0”,35 
A=38»18’ 0", 7 


tngiB = 



(p—a) (p—c) 
pip—b) 


i log (p—a) . . . 0,9537379 
* log (p—c) . . . 0,6253075 
Com. i log (p-b) . 8,9618692 
Cotn. i- log p. . . 8,8309551 


log log + B . . . 19,3718697 
iB = 13» 14' 63», 3 
B = 26®29’46». 6 


Calcolazione per Vangalo C 



(p-fl) (p— 6) 
P(P—c) 


^log(p — fl) 0,9537379 

*log(p— 6) 1,0381308 

Coni.'4log(p — c) 9,3746925 

Com.flogp 8,8309351 

logtngiC . ; . . . 20,1975163 
* C= 57® 36' 6», 35 
C=115® 12' 12», 7 

Biproova , A+B+C=180®. 

I 

V 

Eseguita la calcolazione del logaritmo della tangente dell'an- 
golo i A, se si sottragga da 10, sì avrà quello di cot ìA, cd al- 
lora la calcolazione di B e di C potrà effettuarsi con maggiore bre- 
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vilà facendo uso delle forinole [13] del numero 292 ; appunto 
corno vedasi pralicsto qui sotto. 

Calcolazione di B 

Calcolazione di C 

p — b 

cot i B = coli A. 

p — a 

p — c 

cot 1 C = col >■ A 

p-a 

Iog(p — 6) .... 2,0Ì62G17 

log (p-c) 1.2506151 

logcoll- A , . . . 0,io934i5 

logcotiA 0.4593445 

Com. log'p — a). H09-JirJU 

Gom.loglp — a) . . . 8,0923241 

logcoliB . . lo.(i^ls|.j ()3 

logcollC= 9.8024837 

18= 13“ li’ 53", 3 

1C= 57“ 36' 6'’, 36 

8= 2G“ 29' 4(5<'. G 

1 C= 115“ 12' 12», 7 

298. Per comodo di que' che volessero esercitarsi nella so- 
luzione numerica de’ varii casi de’ triangoli obbliquangoli credia- 
mo utile esibire tutti gli elementi di uno stesso triangolo , una 
Mn i logaritmi de' varii numeri proposti e di molti altri da essi 
dipendenti, i quali possono presentarsi nelle calcolazioni air,uopo 
necessarie ; e con ciò si possono vcriflcare i risullamenti delle 
singolo operazioni. 

0 = 0,9572357 
* = 0,7823952 
e = 0,6049831 

log a = 9,9810189 
log 6 = 9,8934262 
log e = 9,8228106 

0 -j- i = 1 ,7396309 

a+ c= 1,6222188 
ò-f 6=1,4473783 

’ log (a 4- 6) = 0,2404571 
log (o-fc) =0,2101094 
log {6 -I- c) «=* 0,1605821 

0 — J s= 0,1748405 
0 — c = 0,2922526 
ò _ c = 0,1174121 

log a — b)= 9.2426420 
log a — e] = 9.4657584 
log 4 — c) = 9,0697129 

p = 1,2023070 

1 

log p = 0,0800153 

• 
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a _ a SS 0,2450713 
P_6=: 0,4199118 
p _ 0 =3 0.5373239 

A = 82“ 22' 35". 2 
B = 54* 6' 29", 0 
C=43“ 30' 55", 8 


log (p — o) = 9,3892925 
log (p — 6) = 9,6231581 
log (p — c) = 9,7302362 

log seo A = 9,9961443 
log sen B= 9,9085316 
log sen C = 9,8379360 


«■A =41* II' 17", 6 
iB = 27“ 3' 14", 5 
|.C = 21“ 45' 27", 5 


log sen iA = 9,8185787 
log cen i-B = 9,6578495 
log seo iC = 9,5690027 


log tng +A = 9,9420432 
log tng +B = 9,7081776 
log tng 1-0 = 9,6010995 


*(A+B)=68“ 14' 32". 1 
x[A+C)=62* 56' 45", 5 
J B+C)=48“ 48' 42", 4 


t(A— B)=14* 8' 3", 1 
i A— C)=19“ 25' 49'-, 7 
t B-C)= 5“ 17' 46", 6 


log tng -i-fA - - 
log IngtlA-- 
log tng i-(B -- 


B) = 

C) = 
C) = 


0,3989005 

0,2918224 

0,0579568 


log Gos 4- (A — B) s 9,9866493 
log cos (A — C) s 9,9745328 
log cos 4 (B — C) ss 9,9981419 


log tng 4 (A — B) 
log tng 4 (A — C) 
1(% tng ^(B — C) 


= 9,401085-4 
= 9.5474713 
ss 8,9670875 


BISOLOZIORB DB'TBIANGOLI BEXTARGOLl. 


299. Seno anche quattro i diversi problemi che si possono 
proporre su' triangoli rettangoli , cioò 

1. ® Quando sono dati la ipotenusa ad uno de’ cateti. 

2. ® » » la ipotenusa ed un angolo adiacente. 

3. ® B » i due cateti. 

4. ® B B un cateto ed un angolo acuto. 

Si ottiene facilmente la soluiione di ciascun problema sapen- 
dosi che ne’ triangoli rettangoli (S88) han luogo le reiasioni 


a : b : : 1 : sen B 

[1], 

a : b : : 1 : cosG 

.... [3], 

b ; c : : 1 : tng C . 

[5], 

6»-f-c®=a® . . 

[7], 


0 : c : : 1 : sen C [2], 

a : c : : 1 : cos B T^J» 

c : 6 1 : tngB [6|, 

C=90® — B f8]. 
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dalle quali si vede chiaro che il primo caso resta risoluto dalla 

equazione [7] e dalle proporzioni [1] e [8], o anche dalle altre 

due [3] e [4]. 

Nel secondo caso si ottiene la soluzione con la equazione [8] 
c con le proporzioni [1] e [2] . o anche con le altre [3] e [4]. 

Nel terzo caso si trovano gli angoli acuti con le relazioni [5] 
o [6] , e poi col meuo di una qualunque delle altre precedenti 
si otterrà la ipotenusa. 

Finalmente nel quarto caso , la ipotcnusa sarà data da una 

delle relazioni [1] e [4]. o da una delle [2] e [3] , il rimanente 

angolo acuto dalla relazione [8] • e 1' altro cateto dalla [7]. 

Omettiamo di riportare esempi! numerici relativi a ciascuno degli 
enunciati problemi giacché siam certi di non presentarsi diilìcoltà 
a chi volesse applicarvi le soluzioni testé indicate : ma ove si de- 
siderasse di ciò praticare , si potranno scegliere i doli fra’ valori 
qui sotto notati , fra' quali valori van compresi pure non solo i 
quesiti , ma anche i risultamenti delle principali operazioni in- 
servienti all’ oggetto- 

0 = 62.325 log a =1,7946623 A =90® 

0 = 62,356 logà = 1,7189665 B = 57® 8' 40" 

c = 33,813 log c= 1,6290837 C = 32® 51’ 20" 

log sen B =logcos C=9,9243005, logcos B=log sen C=9, 734418 1 
log tng B = 0, 18988623 log Ing C = 9,8101 177. 

300. Dopo ciò che si è detto non è difficile venire a capo 
della soluzione degli altri problemi anche relativi alla risoluzio- 
ne de' triangoli c nelle cui enunciazioni i tre elementi , neces- 
sari! alla loro determinazione , son dati implicitamente. In tali 
casi la difficoltà si riduce a dedurre dagli enunciati', facendo u- 
80 de' principi messi in chiaro in questa e nelle due sezioni pre- 
cedenti, una 0 più equazioni, d'onde potessero ricavarsi le espres- 
sioni degli elementi espliciti , o di quel che basta per far dipen- 
dere la loro determinazione da uno de' quattro problemi risoluti 
qui sopra. Cosi nella ipotesi che di un triangolo ABC si conosca 
la somma K de'due lati BC e CA, rappresentati da a e ò, fan- 
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goto C da essi compreso , e la grandciza m della corrispondente 
bisettrice DC, e vogliansi conoscere gli altri angoli c ciascuno de' 
tre lati, sarà facile darsi ragione come il tutto dipende dalla co- 
noscenza di a e 6, dappoiché ammessa- 
la, si compirà la soluzione del problema 
come nel numero 296. 

Per vedere quale sia il nesso che u- 
nisce i dati co’ quesiti, rappresentiamo 
con j; ed y i segmenti BD, DA prodotti dalla bisettrice sulla basa 
ignota AB. e si tiri la DE parallela a BC. Pel teorema l." (286) si 
ha sen DEC : seiiECD :: CD : DE. ed osservando che il seno del- 
r angolo DEC eguaglia quello dell' angolo AED. il quale pareggia 
r altro ACB rappresentalo con C, la soprascritta proporzione cor- 
risponde all'altra sen C . sen -è-C ” ni : DE , donde si ricava 



mseni-C «iseniC _ m 

scnC 2 seu i- C cos + C 2cosiC 


e questo valore, che può essere calcolalo agevolmente con 1 aiuto 
de' logaritmi, sia rappresentalo da h. Inoltre, per i triangoli si- 
mili ABC, ADE si ha 

AB : AD ; : BC : DE, ossia 
T-i-y ;y ::a : h -, 

c poiché lo DC divide per metà 1' angolo in C , sarò 

x\y::a:b, d'onde x-{-y : y i: a-+-li : b, 
ijssia : y : K : b. 


0 quindi, a causa del rapporto comune, si ottiene a : : A' : b. 

d' onde „ 

ab = bK : 

Sicché delle quantità ignote a e b conoscendo la somma K ed 
il prodotto *A', si potrà formare 'una equazione di secon lo grado 

u*-Km-àK = 0 

i valori di a c di b. 

3ì 


di cui le radici rappresenteranno 
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301 . Oltre dei 16 problemi riportati odia pag. 58, a comincia* 
re doH'll.®, potran senrire di eaerclEio gli altri che seguono; cioè 

Calcolart gli elemtnli ignoti dei triangolo di cui conoscasi 

1. t/n lato , la distanza dal vertice opposto, e la differenza 
degli angoli adiacenti. 

2. Un lato, l’angolo opposto, ed il rettangolo degli altri due 

lati. 

3. Un lato , Vangalo opposto, e la somma o la differenza de- 
gli cdtri due lati. 

4. Due lati e la somma o la differenza degli angoli opposti. 

6. Un angolo, la sua distanza dal lato opposto, e la somma 

de' lati che io comprendono. 

6. Un angolo la sua distanza dal lato opposto , ed il rettan- 
golo de' lati che lo comprendono. 

7. Un angolo , la sua distanza dal lato opposto , ed il rap- 
porto de' lati che lo comprendono. 

8. Un angolo , il lato adiacente e V area. 

9. Un angolo il perimetro e V area. 

10. I tre angoli e la somma o la differenza di due lati. 

11. I tre angoli ed il perimetro. 

12. 7 tre atigoli e V area. 

CAPITOLO IV. 

rso DELLE I.IKEE IBIfiONOBKTBICIlB IH ALCOHE BICEBCHE 
DI GEOHETHIA. 

302. Nello stabilire le equazioni relative ad alcune quistio- 
ni di Geometria possono applicarsi con vantaggio le linee e le 
formole trigonometriche; con le prime si fa entrare immediata- 
mente la considerazione degli angoli, e con adoperar le seconde si 
fa uso implicitamente delle relazioni cui debbono la (loro origi- 
ne ; perciò col mezzo delle linee trigonometriche si può resta- 
re agevolato nello esame delle varie conseguenze che menano al- 
lo stabilimento della equazione 8nale relativa ad una quistione, 
specialmente quando trattasi di dover considerare la scambievole 
inclinazione di linee ; ed avviene talora che le introdotte fun- 
zioni circolari spariscono affatto da’ risultamenti Onali , mentre 
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tal altra vi si conservano senza punto farle essere meno agevolmen- 
te costruibili. In ogni caso però non dee perdersi di mira la con- 
veniente semplicità delle costruzioni graflche , dovendo sempre mai 
nella risoluzione de' problemi geometrici preferire quei mezzi che, 
agevolandone I' analisi, conducono ad una composizione elegante. 

Nel numero 186 trovasi analizzato in varii modi il problema 
trotare il diametro di quel temicerdtio nel quale adunando suc- 
cetiivamenle Ire relle date si formasse un quadrilalero inscrillo ; 
or nel One di mostrare come la considerazione delle linee trigo- 
nometriche può condurre alla determinazione della equazione , 
facciamo riOettere inoltre che, supponendo risoluto il detto pro- 
blema , la metà di ciascuna delle tre rette date costituisce il se- 
no della metà dell’arco sotteso , e poiché le tre metà degli ar- 
chi sottesi formano un quadrante , ne segue che il seno di uno 
di essi pareggia il coseno della somma degli altri due , perciò 
rappresentando con a, /3, >, gli archi sottesi rispettivamente al- 
le corde a, b, c, e con x il diametro richiesto, si ha che 


seni<z = cos(+/3-|-i>), ossia 


»eiii» = cos i/3 cosi > — seni5seni> • • • [IJ 
or supponendo che dette linee siau valutate nel cerchio di rag- 


gio 1, e sapendo che i seni sono proporzionali a’ raggi, si ha 

seni<z=| . seni/3=^ , 8eni>=^ 

e quindi _____ 


cosi/8 



C08i> = 


Vx'-i 


i quali valori sostituiti nulla equazione [1] , c fatte le debite ri 
duzioni , si ottiene la equazione 


**— -f-c* )x — 2oic = o 
identica a quella del numero citato- 

303. Ma r uso vantaggioso che può farsi delle formole tri- 
gonometriche nella soluzione algebrica de’ problemi si rileva ad 
evidenza della seguente quistionc che ha occupato varii distinti 
Geometri de' quali basterà citare il Cartesio ed il Lhuilicr. 


Digilized by Google 


268 GEOMETRIA ANALITICA — SBZiONS 3 .* 

Con quattro rette date a, b, c. d , costruire un quadritatero 
che fosse inscrittibile in un cerchio. Chiamando p T angolo com- 
pì eso fra i due iati a, b , cd x la diagonale che unisce gli e- 
«tremi di questi luti , sarà (*) 

— 2ab cos.p. 

Or unìiiehè il qiiadrilulcro sia iscriltibile nel cerchio bisugna 
che r uiigolu (dinpieso fra i luti c, d sia supplemento di p; quin- 
di si avrò pine 

d'‘-f-'2rrfcns. p. 

Kgiiagliaiido questi due valori di x*, si troverà 
X* -f - 6* _ 2a6 cos. p. =3 c* -f-d* + 2cd cos.p. 


donde si ha eos.p = 


n’-l-'i» — c«— (f* 
'2ab + 2cd 


Soslitiieiiilo questo valore di cos.p in una delle due espressio- 
ni di X“, i‘d eslriiciido la radice quadrala . si troverà 


.T=i/ + _ /[ac + bd) {ad -f- bc) 

ab+cd “ ~ V ab + cd 

Melleiido V^~ab-]-cd 

0*= ac -|- bd 
R>=; ad -f bc 


V 

Oiiiiidi costruite le tre rette 1’, Q , R ^ con una quarta pro- 
porzionale ili ordine ad esse, si troverà la x. 

Invece della diagonale x possiamo costruire l’angolo p. A ta- 
le C'ITctIo dalla furitiola 


1/1 — cos. 


■_9 

? 


(*) Qupsia soluiionó è del ooslro dislinlo Collega t’rof: E.Fergula, r noi lab- 
bianiu traila da aria memoria pnbblicata dall'egregio professore il Ctr. Klauli, 
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si ricava, sostituendo il precedente valore di cos. $). 

tn- « = c« + ,,r 

r 'Àab+2cd-^ai-^t)* — c*-(P 


26U 


■ / tc-4-d + ^— ioj + ^ +a — b) 
* (o + 64*d — — d) 


{.c + di »— (a — 0/ 
(a + fc)’ — {c—d)* 

l'oiiciido a + b + c + d = i2p. risulterà 


tngiip 


=/' 


ip-a)(p—b) 


(p—C) [,p—d) 


Quindi la seguente costruzione: sopra due rclle perpendicola- 
ri PI*', QQ' si taglino le parli OP, OP’, OQ, OQ’ ciascuna egua- 
le a p, e poi le QA, Q'B. PC. 
P'D rispettivamente eguali ad 
a, b, c, d- Sopra DC ed AB 
come diametri si descrivano i 
cerchi EKC. ALBL'; ed unite 
le rette KL', KL, si taglino 



rispettivamente eguali od a, 6; 
il cerchio che passa pe’tre pun- 
ti K, a, jS sarà quello che si 
cerca. 

In fatti , essendo OA=-p— a, 

ed OB = p— h, sarà . • 


OL = OL' =^(p— a) (P— à) ed essendo OC— p— c, OD— p— d 

OK = \/ (p-c) 


Sara 


LO f/ ip-a, ÌP-à) 

) = Ing L'KO — — F [p — c) Ip— d) , 


ma Ing. LKO=ingi- ivc» — yij— r 

dunque LKO = L'KO=i-p, e quindi LKL' = ?- 
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304 . Che se dopo di avere Introdotte nel calcolo alcune linee 
trigonometriche avviene che le medesime non dispariscano da’ ri- 
sultamenti , se ne potrà non pertanto eiTettuare la costruzione gra- 
fica traendo partito dalle varie relazioni trigonometriche, e special- 
mente col far servire quelle relative al triangolo rettangolo (299). 

Serva di esempio il caso generale del problema risoluto nel 
numero 210 : suppongasi perciò esser dato un angolo qualunque 
AOD = 180 ° — 9 sulla cui bisettrice Q' O Q" sia dato il punto G pei 



quale si dee far passare una retU EF eguale ad un’ altra data m. 
Rappresentando con x ed y i segmenti ignoti OE, OF determi- 
nati dalla retta dimandata EF su’ lati dell’ angolo , o dinotando 
con a la GII eh' è una delle parallele condotte dal dato punto 
a’ medesimi lati , si ha per un teorema conosciuto 

m* = x*-i-y’4-2xycos9 . • -11] 

e poiché sono simili i due triangoli EOF, EGH, si ha la pri^r- 
zione EO ; OF :: EU : HG ossia 

X : y x—a : a , d’ onde x-+-y : y u x : a e si ricava 
2 a(x+y) = 2xy . • • 

addizionando queste due equazioni membro a membro , dopo di 
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Bfer sostituito nella prima il valore di te-\-y tratto dalla seconda, 
si potrà esibire il risultamento sotto la forma 

{x-hy)' — 2 fa— cosp)(a:+y)= m*, 

ed osservando che se si tiri la GP perpendicolarmente sopra AB 
si forma il triangolo PGH, di cui il cateto HP ha per espressione 
a cos f>, e che per conseguenza la retta OP, che rappresenteremo 
con p e che uguaglia OH — HP ovvero a— acosp, sarà quella che 
corrisponde ai coclliciente di x-^~y: laonde introducendo per novella 
ignota la somma delle due primitive, cioè a dire facendo x-{-y=z, 
la equazione soprascritta addiviene 


— 2p2 = in*, 

da cui 

*=p-|-l/p*-+-»n*, 

e la costruzione de’ valori di z, di cui I' uno è positivo e l'altro 
è negativo , conduce facilmente alla determinazione delie rette 
PZ' e PZ", di cui la prima fa rinvenire le due soluzioni conte- 
nute nell' angolo ov’ è il dato punto , e la PZ" quelle relative a- 
gli angoli adiacenti. Di fatti una volta che il punto Z' è deter- 
minato in modo da essere OZ'=ECH-OF, ne segue che se taglisi 
Z'E'=EO e col centro Z’ e col raggio eguale alla retta data m 
si descriva un cerchio che tagli in Q e Q' la bisettrice OG, u- 
ncndo E'Q' si formerà un triangolo Q'Z'E' che sarà uguale, simile, 
e similmente posto al triangolo FEO del quale il lato EF che 
passa pel dato punto G sarà per conseguenza parallelo al raggio 
Z'Q': e ragionando similmente con adoperare gli altri punti d’in- 
tersecazione Q, 0'*. e 0'" si deduce la seguente composizione : 
Dal vertice dell'angolo dato si elevi una perpendicolare 01 so~ 
pra uno de' suoi lati , e si faccia eguale alla retta datai *i uni- 
sca il suo estremo 1 col punto H, ove la parallela alt altro lato 
incontra il primo ; a partire dal piede P della perpendicolare, che 
dal punto dato si dee condurre sullo stesso primo lato, si taglino 
sopra questo, ed in direzioni opposte, due parti eguali a detta con- 
giungente HI ; co' punti ove terminano dette parti come centri si 
descrivano due cerchi, i quali intersegano, generalmente parlando. 
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in quattro punti la bisettrice delf angolo proposto : ed in fine ti- 
rati i raggi che passano per detti punti d* intersecazione , e con- 
dotte pel dato punto le parallele ad essi , si otterranno le quat- 
tro soluzioni- 


Hinura delle flcnre rettlllaee. 


30 o. Nella misura delle aree si ha pure occasione a trarre 
parlilo dalle linee trigonometriche. Cosi, cominciando dal trian- 
golo, nella ipotesi che si conoscano due lati a, b. c l'angolo 

mpreso C , è ben evidente che In sua 
ea S ò data dalla formola S=a)(|- aM: 
a pel triangolo rettangolo AMG si ha 

che AM=6scnC, segue perciò 
S — i-aòsenC •••.[!] 

/ 

e poiché a ; 6 :: scn A ; scn B , e scn A =sen(B-i-C) si ricava 

h — — , iJ qual valore sostituito in [1] , dà 
8en^B^-CI ’ ‘ 

a’sen BsenC 
seii(B + C) ’ 

ed è questa una formola die può servire per determinare 1’ area 
di un triangolo quando se ne conosce un lato c due angoli. 

Che se con le formolo [8] e [9] del numero 292 relative al 
seno ed al coseno di i-G, si calcoli il seno di G, e si soslituisra 
nella precedcnlc formola [IJ, si ottiene, uniformemente a quel 
che si è trovalo altrove (221) 



s=V/)(>-o)(p — àjtp— o; , 

InoKre l iconlando come sopra che senC=sen (A-f-B). o che 
sen(A-t-B) sen(A — B) = sen’A cos*B — sen'Bcos'A, se si fa capo 
dalla formala [IJ . si ha successivamente 
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ossia 


nb _ oft . ab V, seD(A4-B>en(A-B)_ 

S = -senC=-5sen(A+B)=-5X 

ab sen«Acos«B-»eD«Bfos.A 

2 ^ SCO (A — B) 

ob ^,scn*A{l — sen*B)—sen*B (l — scn'A) 

^“2^ sen (A — B) 

^ ab,, sen»A— sen»B _ 

2 ^ sen(A — B) 


ma con Io eseguire il componendo e poi il dividendo nella no- 
ia proporzione senA:senB::a:b (286), si deducono le relazioni 


sen A -l-sen B a+b 


sen A — senB a — b 


sen B b ’ sen B b 

e queste , moltiplicate membro a membro , e nel prodotto sosti- 
tuendo all’ uno de’ due fattori eguali a , danno 

a b 


... / . sen A . , senB 

sen A — sen B=(a*— b ) X. ~r — # 

d 0 


e perciò il precedente valore di S si cangia nell’ altro 
(o*—b*) sen A senB ’ 


S=4-'- 


sen (A — B) 


il quale dà Varca di un triangolo conoscendo due angoli e la 
differenza de' quadrati de' lati opposti (‘). 

(*) Qaetu forinola fu caibila per la prima valla dal .sig. LaeiNDas , ma 
senza dimostrazione. 
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Da ultimo se moltiplicando le relamni [10], [11] e [12] (392) 
si osservi die introducendo un altro fattore ^ in ambo i termi* 
ni della frazione sottoposta al radicale , il numeratore di essa e- 
sprime S*, si otterrà la formolo 

S ! 

tngl^A.tnglB.tngiC=^ d'onde S=p*tnglA.tngiB.tngtC, 


dulia quale si può far uso con vantaggio quando trattasi di calcolar 
T area di un triangolo conoscendone gli angoli ed il perimetro. 

Tutte le precedenti formolo volendole calcolare per mezio 
de' logaritmi , bisogna ricordare di renderle omogenee introdu 
cenduvi il raggio delle tavole con la regola dei num. 218 e 195 
306. Dalla formolo [1] si rileva che l'area di un parallelo 
grammo , essendo doppia di quella di un triangolo della mede 
stma base e della stessa altezza , eguaglia il prodotto di due lati 
adiacenti moltiplicato per il seno dell'angolo compreso: ma dalla me 
desima si ricava pure quella di uu (pmdrilateru qualsivoglia, po 
quella di un pentagono , e cosi segui 
laudo per un poligono ^qualunque, di cui 
si conoscano tulli i lati meno uno , e 
gli angoli che essi lati formano tra loro 
v.; jyg g jyg j)j fj^j un quadrilatero ABCD 



si potrà Considerare come differenza de'due triangoli UBC, UAD, 
quante volte sian prolungali i due lati opposti AB , CD sino ni 
loro incontro in U r or dinotando con Q l' area del quadrilatero , 
con a, b,e,dì lati AB, BC. CD, DA; con di c > i prolungamen- 
ti AU, DU; con A, B, C, D gli angoli della Dgura; con U quello 
formato (la'prolungamenli, c con T e t i triangoli BUG , AL'D, 
avremo 

(a +o){> 1-c) senti _ dc}8enU 


c quindi Q = T — t = 1 acscn U -f-l-a7.senU+-i-flcs*i> U ; 

ma dal triangolo AUD si ha 


sen D:sen U 

dsen D 

a ^ — 

e quindi 

Ben U 
dsen A 

sen A : sen U 

^ senU 
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per conseguenza il trovalo valore di Q addiviene 

** 

Q = icdscnD-l-ndscn A -f +acseiiU 

d' onde emerge che V area di un quadrilatero eguaglia la semi- 
somma de prodotti, due a due, di tre de' suoi lati (*), tnoUiplicalo 
àascuno pel seno delC angolo contenuto da' medesimi due lati. 

Se fosse proposto di misurare un pentagono si prolungherebbero 
prima due lati opposti, e si formerebbe così un quadrilatero di 
cui la misura sarebbe data dal teorema precedente ; e poiché la 
espressione di tale area ha parti in cui entrano come fattori i lati 
prolungati del pentagono , conviene sostituire a ciascuna di queste 
rette la somma delle parti ond'é formata , cioè il lato del penta* 
gono ed il rispettivo prolungamento ; c de’ due prolungamenti , 
clic col lato intermedio del pentagono formano un triangolo , se 
ne potranno dedurre le espressioni in funzione del lato apparte- 
nente al pentagono e degli angoli adiacenti; laonde se dalla espres- 
sione dell'area del quadrilatero si tolga quella dell' anzidetto trian- 
golo , e si facciano le convenienti trasformazioni trigonometri- 
che ("), si otterrà un risultamenlo il quale, avuto riguardo a quel 
che successivamente si troverebbe per gli esagoni , ettagoni ec. 
può tradursi nella regola seguente. 

L’area di un poligono, non prevalendosi di un suo lato e degli 
angoli adiacenti ad esso, pareggia la semisomma de’ prodotti de' tali 
rimanenti presi due a due, moltiplicato ciascuno pel seno deli'an. 
goto compreso da detti due lati. 

30 i . Ritornando al quadrilatero, facciam notare che mediante 
la formola [IJ si ottiene facilmente la espressione della sua area 
nella ipotesi più ovvia di conoscersi le diagonali e l'angolo com. 
preso: si ha in fatti ( la fig. nella pag. seg. 'j che 

AOB = AO. OB X sen AOB , 

BOC = iOC.OBX»enBOC, 

(*) Fra i qnili vi deve essere un solo de’ due elie comprendono l’ingoIo op- 
posto itie diagonale esterna del qnadiiUlero complclo che si Torma dal dato. 

. S.") Vrggsti Miscmmom , FroMeim di Goomeuia , lib. IV , probi. U. 


r 
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addizionaDdo , e riflettendo che sen AOB = sen BOC, giacché di 
essi angoli uno è supplemento dell'altro, si otterrà 



AOB + BOC= ABC AC.OB sen AOB. 
del pari si troverebbe 

AOD-J-DOC = ADC = i-AC.OD sen AOB 
e per conseguenza 

ABC+ADC=ABCD=i-AC. BOsen AOB 

vale a dire; l’ area di un quadrilaiero eguaglia la metà del prò- 
‘^•‘Vonali moltiplicato pel seno delfangtdo compreso. 

308. Che se il quadrilatero è inscrittibile in un cerchio, c 
ne sian conosciuti i soli quattro lati, sarà facile calcolare in fun- 
zione di essi prima le due diagonali e poi la espressione della sua 
area. Di fatti i duo triangoli ne' quali resta diviso il quadrilatero 
da una diagonale BD hanno gli angoli opposti ad essa diagonale 
supplementali l’ uno dell’ altro , e perciò i loro coseni sono eguali 
c di segno contrario; sicché per la stessa retta BD, nella ipotesi di 
essere acuto l'angolo A , si ottengono le due espressioni 

BD’ =a*-f-d*-2adcosA Bb’=6*-f c’-f-2òccosA ,' 


da cui 


. o’-M’— fc*— c» 

cosA= — ~ 


2[bc-+ad) 

1j quale formolo sostituita in uno de'precedenti valori di BD* dà 


DB 


_ fi/ (ac-hòd)(a6-|-cdj 
ad-^bc ’ 


simile procedimento darebbe 


AC — : 

' ab+cd 

c questi valori una volta moltiplicati fra loro ed un’altra divisi. 
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dan luogo a due teoremi di cui il primo è quello dudolto allri- 
meoli nel numero 68 ; e l’ altro è che 

In ogni quadrilatero inscritto le diagonali stanno fra loro come 
la somma de' rettangoli contenuti da' due lati che passano per cia- 
scuna estremità di esse. 

Ciò posto misurando le aree de’ due triangoli ABD e BCD per 
mezzo della regola dedotta dalla formolo [1] del numero 305, ed 
addizionando le due espressioni si ottiene 

Q = i'ad -i-6c)sen A , 

in cui sostituendo a senA il suo valore in funzione de' lati del 
quadrilatero ( valore che si può dedurre dal precedente relativo 
a COSA), c mettendo o-|-fc4-c+d=2p, e ridurendo io modo affat- 
to simile a quello seguito nella pagina 170 , sarà facile dare al 
risultamcnto la forma 

Q=V(p—a) (p—l>) ip-c) (p -d). 

Da questa espressione del! area del quadrilatero inscritto nel 
cerchio si deduce quella relativa al triangolo , e ciò col supporre 
uno de' lati eguale a zero. 


Culcolaxlone 4e* lati de’ poligoni regolari Inacrlltl 
e eireoserltti al ccrckio. 


309. I^ato che sia il numero esprimente la lunghezza del rag- 
gio di un cerchio , è sempre facilissima cosa il calcolare per mezzo 
delle tavole trigonometriche il numero che dinota la lunghezza 
del lato del poligono regolare di m lati da iscriversi nel medesimo 
cerchio , imperocché il chiesto lato sarà evidentemente il doppio 
seno della 2m«"”‘> parte della circonferenza data ; sicché rappre- 
sentando nel consueto modo con 2r la circonferenza di raggio 1, 

la corda della sua m*»"» parte sarà espressa dà 2sen — ; e poi- 

m 

chò le lince trigonometriche delle parti simili di due circonferenze 
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stanno conae I ra^ , si ha che il valore c della corda dellè'parte 
isMirna della circonferenza di raggio r, sarà dato dalla proporzione : 

l:r:;2sen~: c ossia che c=2rgen— rii 

Osservando che il lato C del pidigono regolare di m lati circo- 
scritto al cerchio, eguaglia il doppio della tangente dell'arco 2mwMna 
parte della circonferenza , si ha per la simile proporzione 

C=2»-tng^ • . . [21 

Con le anziscritte due formole si possono calcolare i lati del po- 
ligono regolare iscritto o circoscritto ad un cerchio: che anzi se 
dato un numero come Iato di un poligono regolare iscritto si vo- 
lesse calcolare quello del poligono simile circoscritto, o viceversa , 
basterebbe nel valore di C sostituire in luogo della tangente ii 
valore corrispondente in funzione del seno e poi eliminare que- 
st’ ultima linea trigonometrica col mezzo della prima equazione : 
si avrebbe cosi 



se poi dato C si volesse c, bisognerebbe nella formola [1] mettere 
in luogo del seno il suo valore in funzione della tangente, e poi 
sostituire a questa il valore che si deduce do [2] ; si otterrebbe in 
tal modo 

2rC 

c= - — , 

Y4r* — C' 

Non cosi facile è la soluzione del problema di che è parola , 
quando la si vuole dedurre graficamente da equazioni ; e non po- 
tendo esporre in questo luogo le differenti ricerche fatte aU'nopo, 
perchè non ancora ci siamo occupati della costruzione delle equa- 
zioni, basterà notare che il problema può esser limitato a' soli po- 
ligoni regolari di un numero primo di lati ; imperocché se il nu- 
mero di questi fosse rappresentato dal prodotto pqr, la soluzione 
dipenderà dal dividere prima la circonferenza in p parli eguali|. 
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poi Ona di in allre q anche eguali , quindi dividere una di 
queste ultime parti in altre r ec. : sicché apparisce chiaro come la 
soluxione generale della quistione dee dipendere dalla inuUise- 
lione degli archi ('j. 

Dal paragone de’ valori di C e c dati dalle formole [2] e [1] si ha 

C : c:: 2rtng— : 2 rsen — , ossia C:c::l:cos~‘ 
m m m. 


' 310. Se al poligono di lato b iscritto al cerchio di raggio r, 

se ne iscriva un altro di raggio r- , è noto essere C : c : : r: r- , e 
si ha 

r : r ; : i : cos — , 

* aw 


quindi se supponesi r^= 1 • si deduce 


1 

r= = seg 

T 

COS — 
m 


r 

m 


vai quanto dire che facendo eguale ad 1 il raggio del cerchio iscritto 
in un poligono regolare di m lati , il raggio del cerchio circoscrit- 
to al medesimo poligono è dinotato dal valore numerico della se- 
gante di — . 
m 


Del rapporSo anisriHoiileo. 

311. Nel sistema di quattro puuti situati io linea retta, si han- 
no sei segmenti a poter considerare , cioè le sei disianze interposte 

t 

(0 Desideraodo conoscere come possa stabilirsi nna eqaaiione generale in cui 
l’ignota rappreseoti il lato del poligooo regolare di n lati inaeritio nel cerchio, > 
poesooo leggerai i nnmeri 457 e 478 del TiaitS aHALSTtgoE nns sictiohs Co. 
mgcna de M. le Marqnis ni n’ tlopiTAL-Paris 1720. a 

E poicbi col meuo di coosideraiioni trigonometriche ai po6 anche ottenere 
la risotafiaoe delle equazioni binomie di qualunque grado, non meo di quelle 
deriratire dal secondo grado, e delle equazioni completo di terzo e quarto grado; 
si possono consnlttre aU'nopo il Iritiato di trigonomeiris del Casnom e quel* 
lo di d.SssAiT Paris 1850. 
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fra essi prèsi due a due: cosi ammesso che l quattro punti ren> 
gano segnati con le lettere a , b , e, d , i segmenti da essi de* 
terminati sono le rette ab , ae , ad , be , bd, ed. Ciò posto se 
il rapporto tra’ due segmenti interposti fra un medesimo punto e 
due de'rimanenti tre, si divide pel rapporto che passa fra le distan- 
ze del quarto pu irto da'medesimi due, sì ha un quoziente il quale 
è ciò che chiamasi rapporto anarmonico de’ quattro punti. Sicché 
le due ragioni che dan luogo ad un rapporto onarreonico sono for- 
mate da’ segmenti che terminano in entrambe ne’ medesimi due 
punti, ma nell’ una il punto di comune origine de’ due segmenti 
è diverso di quello che sia nell’ altra. I due punti , che sono le 
origini de’ segmenti, costituenti le due ragioni , diconsi eonittgalL 

fi; da por mente inoltre che alfìn di aver riguardo alla diversa 
direzione con la quale può essere considerato un segmento, e cosi 
ottenere risultamenti generali, si fa uso della solita convenzione, 
cioè si dà il segno più a' segmenti valutati secondo una direzione 
arbitrariamente stabilita, ed il segno meno a quelli che seguono 
la direzione contraria (*). 

Or sebbene con quattro punti si possano formare con la enun- 
ciata legge ventiquattro rapporti enarmonici, pure essi quattro a 
quattro s’idcntiOcano , e si riducono a seguenti sei, cioè 


ac _ bc 

35 '* M 

^ bd 
ac ' bc 


ad 

cd 

ab 

. 

ab 

' cb ’ 

oc 

■ de 

ab 

cb 

ac 

de 

ad 

* c5 ’ 

ab 

' db 


de’ quali gli ultimi tre sono evidentemente gl'inversi de* corrispon- 
denti primi, per modo che se i valori degli stessi tre primi rap- 
porti fossero indicali rispettivamente con r, r', r", quelli dei 

secondi tre saranno - , - , 1 , 
r r' f" 

(*) Qatndo i segmenti si rsppresentsno geometricamente , cioè con le lettere 
esistenti a’ loro estremi, se ne pnò indicare la direzione col semplice ordine di 
scrittura della lettera { cosi se AB rappresenta nna retta la coi direzione, da A 
verso B l dinotala col segno più, la notazione BA indicberli la stessa retta con- 
siderata da B verso A , rosicchi ABs: — BA. Consegnenza dì silTatta conven- 
zione è che AB-)-BC-lrCD-i-DA=0, 
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312. La conoscenza del valore di uno de' primi Ire rapporti 
anarmonici è sufficiente per far dedurre quello de’ rimanenti ; di 
vero facendo ab=fi ,ae=7, ad=è , sarà 

6c=> — ed=^—y, bd=ai—^, 

e quindi si avrà 

— I.ÌZL „_/3 . g-J 

3 3— fi ^ fi—y j <y — 3 

ossia 

.. / 3 (>- 3 ) , 

^-3j^fi~ì ’ / 3 ( 3 - 7 ) ' ' 

moltiplicando fra loro le prime due equazioni, si ha 


_ _ fiy-y3 ifi-3y -fi3+fiy ifi-y)-fi 3— ^) 3 (fi-y) 

” fi,3-y)~ fi{3~y) &KÌ-y) 

ed osservando che la frazione del secondo membro eguaglia r', si 
ha Analmente rr'=r'— I, ossia 


r'= 


1 

1— r 


[‘1 


del pari , moltiplicando la prima delle anzidctte tre equazioni per 
r ultima , e poi In seconda per la terza , operando in modo ana- 
logo, si avrebbe 




ed apparisce da queste tre fornaole, che data una qualunque delle 
tre quantità r, r', r" restano determinate le altre due ; per modo 
che la conoscenza di un solo de' rapporti anarmonici di quattro 
punti, conduce a quella di tutti gli altri, e per conseguenza quando 
sono eguali due rapporti anarmonici relativi a due diversi gruppi 
di quattro punti, tulli gli altri considerali due a due saranno 
anche eguali. 

313. In One moltiplicando fra loro i valori de' tre rapporti 
enarmonici si ottiene rr'r"= — 1, 

36 
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tl’ondc enif'rge che di essi, uno dehb’ essere sempre negative, e 
siccome nelle rel.iiioni [1], (2| e [-3] supponendo negativa una 
sola delle tre qiiantilà r, r', r", le oltre due risultano positive , 
cosi può stabilirsi die de tre rapporti atiarmoniri di quattro punti, 
svlamenle uno dev'essere negativo. 

314 . Quando quattro rette A, B. C. D partono da un me- 
desimo punto O, si chiama rapporto anarmonieo di esse il quo- 
liente che si ottiene divìdendo la ragione che passa tra' seni degli 
angoli che uno delle quattro, p. e- A, fa con due altre B e C. 
per quella che passa tra’seni degli angoli che la rimanente retta 
D fa con le stesse due B e C ; vai quanto dire ( indicando gli 
angoli con le sole rette che li comprendono ) il rapporto anar- 
monico di quattro rette A, B, C, D, sarà la funiione 


scn (A, B) scn (D, B, 
sen (A, C) ’ scn (D, C) 


Poiché con quattro rette che partono da un medesimo punto si 
dà luogo a sei angoli , se si suppone che sia stabilito il senso 
secondo il quale dcbtwnsi valutare gli angoli positivi, si possono 
avere tanti rapporti anarmoiiici con quattro rette quanti se ne 
possono formare con quattro punti. Ciò posto passiamo a dimo- 
strare tl seguente teorema: 

315, Se il fascio di quattro rette viene intersegalo da una 
trasversale , il rapporto anarmonieo delle rette eguaglia 
de’ quattro punti d'intersegazione. 

Da’ triangoli aOc, ed aOd si ha , per 
f-rfetto della proporiionalilà tra' lati ed i 
Seni degli angoli opposti , 

scn aOc ac sen aOd ad 

sen Oca aO sen Oda aO 



c divitlciiJu luciubio a membro tali eguaglianze, risulta 


d’ ondo 


scn nOc scn Oda y ^ 
sen Oca^ slmi uUd aO ad 


senaOc_flc sen aOd 
sen Ora ad sen Oda' 
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e dagli altri due triangoli &Or, bOd, si ha del pari la relaziona 

seniOc bc senhOd 

senOcI» bd^senOdb 

per la quale venendo divisa la precedente, ed usando A, 9, C, O 
per indicare le rette Oa. Ob, Oc, Od , si ha per risultamento 

scn(A.C) sen(R.CÌ ac bc 

sen(A.D) ' sen^B, i)) ~ od bd 

con cui resta dimostralo il teorema , il quale verifìcandosi indi* 
pendeolementc dalla distanza deh punto di concorso, delle quattro 
rette dalla trasversale, sussisterà pure quando sono parallele, ed 
è però che il rapporto anarmonico di quattro rette parallele si 
dinota con quello de* quattro punti ne' quali esse vengono inter- 
secate da una trasversale. 

316 . Segue da ciò evidentemente che se tin fascio di quat- 
tro rette è intersecalo da due trasversali , i rapporti anarma- 
nici dedue gruppi di quattro punti sono eguali fra loro f), per 


(*) Il aislema di due serie di poali segnali sepri due mie , o anche sopra 
una mcdisima, e tali che, corrispondendosi due a due, il rapporto anarmouico 
di quattro punti qualsivogliaho dell' una serie sia sempre eguale a quella dei 
quattro pumi corrispondenti drli'jllra, costituisce la divisioni omografica, ed il 
aig. Cbaslus , che ha iiilrodotlo questo nome, chiama pure fasci omografiei 
due aislemi di rene che partendo in ciascnoo dal medesimo punto si corrispon- 
dano con r anaidetla legge , cioè in modo che II rapporto anarmonico di qual* 
Irò rette qualsirogliano del primo fascio sia eguale a quello delle rette corri- 
apoodenti del secondo fascio. E poiohè con h) immaginare unito un punto qua- 
lunque delio spaiio con quanti altri ai vorrè , se si fa intersegarc siflatto si- 
stema di rette con una superficie , si ottengnuo su questa altrettanti punti che 
faranno un sistema detto proietiits del primo , cosi è che la pmprietè enun- 
ciala nel lesto si esprime più brevemente dicendo che il rapporto anarmonico 
di quattro punti è proiittivo. Dippiù : se tre coppie di punti corrispondenti 
0 cobiugati a, o’t è , 6'; c, o' ; stanno sopra una medesima retta in maniera 
che il rapporto anarmonico di quattro a. b. e, t' sia eguale a quello de' corri- 
spondenti a'. b\ e', e c si ha un sistema di sei pnnii In invotusiano. , 

Con lo stadio approfondilo delle proprietà de' rapporti enarmonici , della o- 
mograha, e della involuiione, ai acquisleranuo nuovi meui per estendere le co- 
gniiioni di Geometria , e per appararli dorrà farsi tesoro della Geometria su- 
periore dello Cbàsibs, ove si troverà quanto occorre sul proposito, lo quanto 
a Noi ci coulcntiamo de'sempliassimi cenni che abbiamo dato più per eccitare 
la curiosità de' lettori che per esporre le teoriche , le quali per essere appro- 
fondite han bisogno di essere sviluppale tanto quanto non è compatibile con 
lo scopo che ci siamo prstissi lu questa istituiioni. 
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modo che indicando con a', V, c\ e d! i punti d'interaecazione 
della seconda trasversale con le quattro rette del fascio, si avrau* 
no le due uguaglianze 

ab d> a'b' e'b' ae bc a'c' _ 6'c' 

ad ‘ ed ~ a'd' ' c'd' ’ ad ' bd~ a'd' ’ b'd' 

317. Or se si suppone che la seconda trasversale sia paral- 
lela ad una delle rette del fascio , p. e. alla 06 , la corrispon- 
dente intersecazione 6' starà a distanza inBnita , epperò saraa 
da reputarsi eguali i due segmenti 6'c' , b'd’ , sicché le relazio- 
ni precedenti addiverranno 

ab cb c’d' ae be a'c' 

ad ’ bd a'd' ' ad ' bd a'd' 

le quali addizionate membro a membro . ed osservando che 
a'c' 4- c'd', avuto riguardo alla direzione e quindi al segno dei 
segmenti ( V. nota a pag. 280), è sempre uguale ad a'd', da- 
ranno 

ab cb , oc he a'c’+e'd' , 

ad ■ Td'^ad ’ bd~~ a'(£ “ ' 

ossia 

ab . cd + ac . bd =ad . cb 
oppure , essendo cb = — 6c 

aò . cd + ac . 6d -I- ad . c6 =r 0, 

con il che resta dimostrata una rimarchevolissima relazione che 
ha luogo fra’ sei segmenti determinati da quattro punti in linea 
retta. 

Simile relazione sussiste fra’ seni de' sei angoli contenuti dal- 
le quattro rette di un fascio , poiché se a’ due rapporti enarmo- 
nici delle equazioni [a] sostituiscansi gli altri 

senfA.B) _ sen (C, B) sen(A.C) _ scn(B,C) 

sen(A,D) ' sen(G,0) ’ 8en(A,b) ' sen(B.D) ' 

che loro sono eguali (54S} , si dedurrà come sopra , 

sen (A ,B) sen (C, D) -f- sen {A, C) sen (B,D) -f-scn (A,D) sen (B,C)=0; 
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e ricordiamo che i aegni de'seoi vaa fiuati con lo aver riguardo 
al senso della rotaiiooe d^li angoli, a partire dalla loro origine» 

318. Dal teorema del numero 315 . e con 'ragionamento 
analogo a quello del numero 83 si deduce l'altro teorema che u 
a partire dal uartiee di un angolo segnanti tui lati due sitlemi 
di punti a, b,c, d ed a, V, d‘, di età i rapporti anarmomei 
siano eguali, le congiungenti i punti eoi rispondenti , cioè le bb' ^ 
ctf, dd' concorrono in un medesimo punto. 

Poicliè il rapporto anarmooico di quattro rette può essere rap- 
presentalo da quello di quattro punti e viceversa, cosi il proble- 
ma esposto qui in seguito, completerà queste nozioni. 

319. Dati tre punti in linea retta, e dato il rapporto anar- 
monico che ai formerebbe con un quarto punto trovare quest' ul- 
timo. 

Siano A, B, C i tre punti dati, si vuol trovare un quarto punto 

AC DC 

D che sia tale da far essere il rapporto anarmonico — - : — 

Ai> DII 

uguale a quello di due rette 
date m.n; cioè vuoisi trovare 
il punto coniugalo ad A che 
dia luogo al dato rapporto a- 
narmonico. —Dal punto A si 
tiri a piacere una retta su 
cui tagliansi le parti AU. ed 
AN eguali rispcltivaroenle ad 
m ed n; si uniscano le MC , 
NB, e per lo incontro H di tali congiungenti si meni la HD 
parallela ad AM la quale incontrerà la retta de’ punti dati in D, 
e si avrà in esso il punto richiesto. Di fatti per la somiglianza 
de’ due triangoli AMC e CDH , e per quella degli altri due 
ANB, HDB si ha 

dc“hd’ db hd’ 

perciò dividendo membro a membro tali eguaglianze si ottiene 

AC AB AM m AC DC m 

DC DB AN n AB DB n 
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che inette in evideoia essere il rapporto anarmonico de' quattro 
punti A, B, C, D, di cui i soli primi tre erano dati , eguale al 
rapporto di m ad n. Che ae il rapporto dato fosse negativo, al- 
lora eseguendo Ja costruzione, siccome viene indicato dalle linee 
punteggiate della Bgura, cioè tagliando, invece di AM, la retta 
AM* uguale ad m ed in direzione contraria a quella di AN . si 
otterrebbe D' per quarta punto coniugato ad A. 

Se nello stesso gruppo , fosse ignoto il punto A invece di D, 
e lo si volesse determinare in modo da poter formare lo stesso 
rapporto anarmonioo scritto qui sopra , cioè 

AC DC_m 
AB ■ DB ■” » ’ 

sarebbe a riflettere che scrivendo siffatto rapporto sotto 1' altra 
forma 

DB . 

DC ■ AC 

il punto D si trova in rispetto agli altri due B e C siccome il 
punto A si trova rispetto a’ due C e B; laonde la costruzione 
deve eseguirsi come viene indicato nella flgura dalle linee trat- 
teggiate, cioè si deve tirare per D sotto qualunque inclinazione 
una retta DN", sopra essa tagliare le parti DM", ON” eguali ad 
m ed n, unire BM", ed N"C ; dal loro incontro H'' condurre 
la parallela a DN", e la intersecazione di tale parallela con la 
retta CBD sarà il punto cercato A. 

320. Tra’ diversi valori che possono attribuirsi al dato rap- 
porto, son notevoli quelli in cui esso risulta zero, infinito, uguale 
ad 1, o uguale a — /; cioè quando si ha in = o, oppure n = o, 
o tn = n, o m = — n; imperocché facendo successivamente nel 
problema precedente ciascuna delle suddette ipotesi, si troverebbe 
che nel primo caso , de' quattro punti , sono coincidenti i due 
B e D, nel secondo sono coincidenti i due A e D, nel terzo coin- 
cidono i due D e C, e finalmente che nel quarto caso, il rap- 
porto da anarmonico diventa armonico. 
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SEZIONE IV 

APPLICAZIONE DELL’ALGEBRA ALLA GEOMETRIA 


Amisi ALBEBRiCA IKDETERMINATA 


CAPITOI.O f. 

HAPPBESENTAZIONE ALGEBRICA DE’pDNTI, DELLA LIBEA RETTA, E DEL 

CERCHIO CON COORDINATE RETTILINEE E CON COORDINATE POLARI. 

TRASFORMAZIONE DELLE COORDINATE. 

Volendo gli aotichi Geometri trovare un metodo che loro fosse 
di guida generale nella soluzione de' problemi di Geometria . si 
avvidero che tra le varie quistioni moltissime son da riguardarsi 
come casi particolari di alcune, le quali pure alla lor volta van 
comprese in altre, e cosi di seguito: ed esaminando ulteriormente 
le quistioni più generali che giunsero a formarsi , pervennero a 
sospettare che la soluzione di tutti i problemi dipendea in fine 
dal trovare un punto da cui menando alcune rette eolio dati 
angoli ( o come essi diceano in paratesi) ne incontrassero altre 
date di silo, in modo da esistere dati rapporti fra le prime; e la di- 
versità de' varii ordini di luoghi geometrici potea esser dedotta 
dalla diversità del numero delle rette , o dalla differente posizione 
di loro, o anche dalla diversità de’ rapporti. Ma la soluzione di 
tale problema non è a noi pervenuta , ed invece il Cartesio , 
perfezionando i primi saggi fatti in Italia su l'analisi algebrica , 
stabilì un metodo che ben può dirsi generale, considerando che 
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la determinazione de'punti i quali risolvono le quistioni dipende 
dalla conoscenza delle loro distanze, computate in certa maniera 
uniforme, da alcune rette o da altri punti Ossi; ed astraendo la 
quistione dichiarò che l’algebra per mezzo di equazioni indeter< 
minate può rappresentare le locali relative alle diverse quistioni 
da cui hanno origine. 

32 1 . Per ora volendo mostrare come da’ problemi indeter* 
minati si ottengono equazioni a due ignote , dalle quali posso- 
no dedursi e la forma e lo andamento delle rispettive locali , ri- 
flettiamo che la loro soluzione importa la conoscenza del modo 
come determinare la posizione di un qualunque punto. 

Pertanto ossserviarao che quando vuoisi determinare la posi- 
zione di un punto, è necessario che vi fosse qualche cosa di Asso 
cui potesse rapportarsi; e dovendo noi trattare delle linee piane , 
ammettiamo di esser nota la posizione di due rette indeflnite non 

parallele YY', XX'. In tale ipotesi un 
punto M sarebbe determinato se si cono- 
scessero le rette UQ, MP che sono le 
rispettive di stanze di esso punto dalle 
rette date, valutandole sopra rette ad c^Q 
parallele: di fatti le rette MQ, MP egua- 
gliando rispettivamente le OP , ed OQ, 
avviene che la conoscenza di quelle dà la 

grandezza di queste , e però supponendo che a e ò steno le df- 
staoze di un punto dalie rette YY', XX', esso rimarrà costruito 
con tagliare sopra le rette OX, OY le parti OP. OQ eguali ad 
a e 6, e conducendo poi per i punti P e Q le parallele alle rette 
indefinite OY, OX; giacché essendo la PM parallela ad OY tutti 
i suoi punti disieranno da questa per quanto è a, quindi il punto 
richiesto dovrà trovarsi sullo retta PM: per la simile ragione do- 
vrà trovarsi sulla QM, dunque sarà quello ove esse intersegansi, 
cioè il punto M ; e siffatta determinazione corrisponde a tirare 
da P la retta PM=Ò parallelamente ad OY, dopo di aver taglia- 
ta la OP = a. Ma come nell’ assegnare sulle rette XX', YY\ a 
partire da 0. le parti uguali ad d e 6, può in' entrambe seguirti 
i’una o l'altra delie due direzioni opposte, cosi ò che la soprad- 
detta costruzione potrebbe far trovare il punto richiesto in quat- 
tro aiti distinti cioè; in M, tagliando le rette a e ò come sopra; 
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ili M', se la a fosse tagliala da 0 verso e la ii. restasse cotn- 
pulata da O verso Y; in M'', se la a venisse tagliata da O ter- 
so X' e la 6 da 0 verso Y'; c rmalmcnte in.M", se la a fosse 

tagliata da O verso X c la ò da O verso Y’ : laonde per to- 
gliere ogni equivoco si ò stabilito di considerare non solo i va- 
lori assoluti di a e 6 ma anche i segni, e costruirli da O verso 
X ed Y se sono positivi , e nelle direzioni opposte se nega- 
divi t quindi è che il punto rappresentato, per esempio , da — a 
e —b dee trovarsi unicamente nell' angolo X'OY'come in M". 

322. Le rette a e b, inservienti a fissare la posizione di un 

punto sopra un piano , hanno diversi valori secondo che sono 

differenti le posizioni del punto cui si riferiscono: e però quando 
si vogliono rappresentare due rette , considerate come semplici 
deler minami la posizione di un punto il quale non sia fissato , 
esse rette saranno incognite e vengono comunemente simboleg- 
giate con X ed y. Adunque la conoscenza di un punto dipendo 
dalla cognizione delle rette x ei y; quindi è che per mezzo di 
due equazioni della forma y—b si viene a rappresentare 

algebricamente un punto: e siffatta rappresentazione si è uso ab- 
breviarla, notando il punto ( a, ò). o anche, scmplìcediente a, b, 
avendo sempre cura di scrivere prima il valore della x. 

Le rette simboleggiate con a: ed y diconsi coordinale rettilinee 
<iel punto , e le altre due XX', YY', che regolano la deterrai- 
'nazione effettiva di esso • prendono U nome , di assi delle coor- 
dinale ; e più particolarmente aste delie asciise o detW te quella 
su cui eegéeiiH'.i.'vAldri'di tmft'deUe ooordinaCe t db« .perciò si 
chiama VMissa e ché d’ ordinario è quella rappreseh'tata con x , 
ed asse delle ordiiMfe quella cui è sempre parallela la y, la qua- 
le considerata' eola prende il nome di ordinala. Il punto O, ove 
is' intersegano gli assi , chiamasi ortpine delle coordinate. 

‘Gli assi poi si dicono ortogonali o rettangolari, se l'angolo da 
"essi compreso è retto ; in caso diverso diconsi assi obbliqui. 

PlatunM di dne pausi. 

323. Posto ciò, poiché due punti sono pienamente determi- 
nati qualora sono cognite le loro coordinate, sarà per conseguen- 
za anche determinala la retta che li unisce : per 'averne la c- 
spressionc algebrica suppongbiamo che gli assi siano rettangolari, 

• = • '37 
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p che r', »/' rappresentino Je coordinate cognite OP, PM del pri- 
mo punto M , ed x'\ tj" le altre OQ , QN del secondo punto N. 
La congiungente lilN sarà sempre ipotenusa del triangolo rettan- 
golo che si forma tirando per uno de’ suoi estremi una parallela 
, all'asse delle x sino ad incontrare la direzione 





1 




R 


P 

g-\ 


dell' ordinata dell' altro punto; c poiché un tale 
triangolo ha per cateti MR = PQ = OQ — OP= 
x" — X», ed NR=NQ— QR=NQ -MP = 
y" — y>, ne segue, indicando con D la distan- 
za MN , che 

D = i/|'x'’-x'>TÌ9"’— y'7- 


Espressione identica si trova anche quando i due punti sono si- 
tuali in tuli' altro modo che quello segnato in flgura , purché si 
abbia riguardo alla direzione delle coordinate e per conseguenza 
a' segni che convengono alle loro notazioni. Ma quando gli assi fos- 
sero inclinati tra loro sotto l'angolo f, il triangolo MNR sarebbe 
risultalo obbliquangolo e, in conformità del numero 290, sarebbesi 
trovato similmente 

D = V [y" — y'} — '2\x"—x'j{y"— y'J cos 9 . 

Il radicale è sempre da considerarsi come aifetto dal segno -{-> at- 
tesoché é il suo valore assoluto quello che costilaisce I' oggetto 
del problema. 

Se i punti dati fossero situati ad egual distanza da uno degli 
assi cesserebbe di esistere il detto triangolo , e la retta che li 
unisce sarebbe evidentemente quanto la differenza algebrica del- 
le ascisse 0 delle ordinale de'due punti; il che va di accordo col 
risultarocnlo che si ottiene dalle soprascritte formole supponen- 
do y‘=y" quando distano egualmente c dalla stessa parte del- 
I' asse delle x, 0 pure facendo x' = x" quando si allontanano in 
simil modo dall’ asse delle y. 

324. Ma dalla conoscenza delle coordinate di due punti può 
anche dedursi il valore delle coordinate del punto che divida in 
data ragione la distanza che passa fra essi. Di «ero suppoogbiamo 
essere dati i punti M ed N per mezzo delle loro coordinale x', y', 
ed x", y", corrispondenti in figura alle rette 01 ’, PM, ed OO. QN; 
e sia A il punto che divida la MN nelle parli MA , AN che ser- 
bino fra loro la ragione di m ad n. Rappresentando con x ed y 
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le coordinate OR ed R\ di esso punto A, c, tirando Io AG, NB 
parallelamente ad 0\ . risulta 

NB= OR = OR - 00 

AG = RP = 01* — OR = u;'- j; . 

AB=AR-NQ = y~r. 

MC=MP-AR=:y'-y. 

u per la sonaigtiaiiia de' triangoli MCA , ABN si avrà , 



MA:AN::AC:NR 

ossia 

MA: AN::MC: AB 
il’ onde ricavanai le furmulc 
n,c* 

X = '■ » 

m + n 


m : n ; : x' — x : x—x“ 
w: n::y'-^y:y—y" 

my*^-\-ny‘ 


le Inviali danno le coordinate dell'ignoto punto A. 

Nella ipotesi di m—n, quando cioè , il punto A dev' essere 
quello che divide la MN in due parli eguali, le sue coordinale sa- 
ranno 

. V-— 

/ 


■Scile eoordluMte |iol«rt. 


32-J. (,a posizione di un punto M in un piano è anche deter - 
minata qualora si conosce la sua distanza MP da un altro punto 
' ^ fisso P e l’angolo APM che forma la della 

' ' ' N distanza con una retta fissa tirala da P. Il 

( — “ punto P chiamasi polo ; la retta PM , si 

chiama raggio vellort ; la PA asse polare, 
c i'afigolu APU angolo polare. Adunque it 
raggio vettore e l’angolo di’osso forma con i’ asse, sono le coor- 
dinale polari di un punto M. Ordinariamente rappresenteremo 
il primo con r cd il secondo con u>. 
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La determioazione dcgM angoli polari va fatta più comodamen- 
te se con un raggio uguale a PA = 1 si descriva un cerchio coi 
polo come centro ; chè allora si potrà tagliare sulla circonferenca 
un arco AB, a partire da A, il quale misuri l'angolo polare <» , 
0 con lo unire PB si avrà la direzione del raggia vettore corri- 
spondente a quel dato angolo; sicché per costruire il punto, ro- 
sta solo a fagliare PM uguale alla data grandezza di r. 

Ammesso che gli angoli polari, e per essi gli archi come AB, 
computali da A verso B, siano positivi , c che i raggi vettori, co- 
me PAK i quali procedono dal polo verso lo estremo deli* arce 
corrispondeute , siano anche tali , ne segue che gli archi i quali 
da A si estendono verso B' son negativi, e che tali anche sono 
que’ raggi vettori i quali , a partire dal polo , procedono in di- 
rezione opposta a quella testé dichiarala , come appnnto sarebbe 
il raggio vettore PM* relativo allo stesso angolo polare misuralo 
dall' arco AB. E sebbene sia chiaro che un qualsivoglia punto 
del piano può essere determinato da coordinate polari positive , 
non é perciò che a valori negativi di una o di ambo le coordi- 
uale uoD corrisponda un punto egualmente determinabile ('). 


RnpprciieittMzloiso alsebrlea delle lUsee. 

326. Ogni linea si può riguardare come generata da un 
punto che si muove con determinala legge ( 35 ) , o come il luo- 
go geometrico di tutti i punti che godono una medesima pro- 
prietà : or la legge del movimento o la proprietà di cui debb'es- 
sere affetto ogni punto della linea esistente tutta in un piano . 
conduce sempre ad una equazione fra le coordinate a; , y ed al- 
tre quantità date , che si dice equazioni aUa tinea. Di fatti , 
quando una linea è data , se si suppone riferita od un sistema 
di assi , é chiaro che ossegnando ad arbitrio un'ascissa x risul- 
ta pienamente determinata la corrispondente ordinata , avvegna- 
ché sarà la parte della parallela all' asse delle y intercetta fra la 

(‘) Virii Geomnri rilrogono cht le cvordioate poteri eiiDO de coosiderarsi 
sempre posiliramenie , e dippiù che il vilore di u> debbi sempre andar com- 
preso fra 0 e 180 gradi ; ma noi crediamo non doversi aromtllere sifTaUe re- 
tlruioni, perocché il considerare no punto isolalamcnlc è beo divcru cosa del 
riguardarlo come subordinalo alla medeaima legge ebe slahilisce la pos'iiiooe 
di inSnili altri V. LtrEarae be Forscv. Ctom, Analyt. num. IS9 et 460. 
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linea e lo estremo di quell’ ascissa ; ond' è clic la espressione al- 
gebrica la quale deve esprimere la legge del movimento del punto 
generatore o la proprietà comune a tutti i punti di una linea , 
debb' esser tale che assegnando un valor qualunque per l'ascissa 
debbasi poter sempre, e nello stesso modo , dedurre quello della 
corrispondente y: e ciò non potrà aversi che col meiro di un* 
equazione fra a; , y ed altre quantità del tutto note. SilTatta 
equazione allorquando vorrà indicarsi senza particolarizzarla si 
rappresenterà con f{x, y)=^0, e dalla natura c dall'ordine del- 
le operazioni che vengono particolarizzate dalla caratteristica frà 
le variabili x, y e ìe altre quantità date , dipende la natura e 
la forma particolare della linea ; mentre una volta assegnata la 
equazione di una linea , col suo mezzo si possono scovrire tutte 
le proprietà di cui è affetta , essendoché la equazione n’è come 
la definizione algebrica. 

327 . Per lo contrario ogni equazioue a due variabili dee 
rappresentare generalmente una linea , supposto che lo variabili 
rappresentino coordinate di punti riferiti ad un noto sistema di 
assi; poiché tagliando sull’asse delle ascisse, a partire dall'ori- 
gine , diverse parti e tirando da' loro termini delle parallele al* 
r asse delle y lunghe quanto vien determinato dall'equazione del- 
la lìnea dopo di avervi sostituito i corrispondenti valori delle at 
scisse , si avrà una sequela di punti , i quali potranno essere 
ravvicinati fra loro per quanto meglio piace , e costituiscono per- 
ciò una linea (32) che sarà il lungo geomtlrieo o la locale del* 
la data equazione. Laonde , putendo ragionare similmente per 
ogni altro sistema di coordinate , allorché vico data una equa- 
zione Indeterminata a due variabili potremo proporci di esami- 
nare lo andamento e la forma della linea da essa rappresenta- 
la , studiare quali cangiamenti subisca allorquando si suppone che 
le quantità costanti avessero determinati valori , o una qualche 
determinata relazione fra loro (con le quali coso si fa la discus- 
sione della equazione), e da ultimo indagare le proprietà della 
linea ed applicare ad essa tutte le ricerche di cui è parola nel 
numero 2. Ma rlserbandoci' dare altrove le norme por la discus- 
sione delle equazioni, passiamo ad occuparci del modo come tro- 
vare quelle che si riferiscono alle linee che più importa conosce- 
re. per avere agio cosi ad esporre le diverse teoriche con quel- 
r ordinamento che stimiamo convenire ad una isliluzione. 
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Profcleml «Mila linea retta. 

PROBLEMA 1.» 

328. Trovare la equaziotie di una rel(a che sia r apuoi lata, 
ad un noto sistema di assi coordinati. 


Siano OX, OY due assi rettangolari; e sia AB una retta imle- 
Coita situata comunque. Tra le diverse cose che sarebbero a co - 


come nota la parte OC che essa 
taglia sull'asse delle y, e I' an- 
golo BAX che la sua porzione al 
di sopra dell'asse delle x forma 
con la parte positiva del medesi- 
mo asse, e però facciamo OC=b 
e lngBAX = a. Siano x ed y le 
coordinate OP, e PM di un qual- 


Y 


i 


V 1 

'\ 

tf 


i_l 


V > 

V 



sivoglia punto M della retta AB; la relazione che esiste fra esse 
e lo due quantità date a e 6 si renderà evidentissima conducen- 
do dal punto C la retta CD parallela ad OX, imperocché tutti i 
triangoli come MQC saranno rettangoli e daranno la proporzione 
CQ:QM:: hlngBCD, e poiché CQ = OP=x, QM = MP — PQ = 
MP— OC=y — à, e tngBCD = tngBAX=a, la detta proporzione 
addiviene x : y — b :i 4 : a, da cui si ricava 

y=ax-i-à {RJ 

che è una equazione la quale poiché sussiste per qualunque si- 
stema di valori per x ed y, cioè pqr qualsivoglia puoto M della 

retta, oe rappresenta perciò 
Jo andamento indeQuito. 

Se poi gli assi fossero obbli- 
qui, vale a dire se compren- 
dessero un angolo XOY = y 
diverso dal retto, allora fa- 
ceado la medesima costruzio- 
ne ed indicando eoo « l'an- 
golo BAX = BCDche (orma 
la retta con l'asse delle x, e per couseguenza con ? — « quello che 
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1.1 medesima forma con l'asse delle v. cioè 1' angolo BCY=CMQ , 
si Ila (S.Sfij 

CQ : QM : : scnCMQ : sod MCQ 

ossìa 

a;:y— 6:: scn(9— a) : sena, 

d’ elide 

sen (X , seti d 

y— x+b, e facendo = a 

sen{if — «) ien(y— a) 

si vede che la equazione della retta riferita ad assi obbliqui ri« 
tiene la stessa forma y = cue-\-b relativa ad essi rettangolari, co- 
mechè il valore della quantità a , che vien detto coefficiente an- 
golare , nel caso degli assi ortogonali esprime la tangente trigo- 
nometrica deir angolo che la parte superiore della retta forma 
con la parte positiva dell’ asse delle ascisse, e nel caso degli assi 
obbliqui dinota il rapporto tra’ seni degli angoli che la medesi- 
ma parte della retta forma con gli assi positivi delle ascisse e 
delle ordinale : in ambo i casi è rappresentata con b la parte 
dell'asse delle y compresa fra l'origine ed il punto di sua inter- 
secazione con la retta, la quale parte per essere l'ordinata cor- 
rispondente all' ascissa zero , cioè all'origine , vien chiamala co, 
rouneroenle T ordinala aU' origine. 

329. La identica solozione applicandola ad una retta che 
passi per la origine delle coordinate, conduce ad una equazione 
della forma 

» V = ax, 

• 

ove a rappresenta l'uno o l'altro de’ valori ora dichiarati, se- 
condo la inclinazione degli assi ; ma quando la retta AB è pa- 
rallela all' asse delle at, cessa la esistenza de’triangoli come MQC; 
non però se ne ottiene la equazione osservando che in tale ipo- 
tesi le ordinate di tutti i suoi punti eguagliano quella all’ ori- 
gine , Vili quanto dire che , essendo qualunque la x, la y è sem- 
pre quanto b ; perciò la equazione 

y = 6 

è la equazione di una retta parallela all'asse delle x, c che ta- 
glia sull' asse delle y una porzione uguale a b. 
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Clic se poi la AB ^incidesse con I' asse stesso delle t, allora 
si comprenderebbe con pari evidenza che per qualunque x l'or- 
dinata è sempre zero, e che perciò la equazione y=0 rappresenta 
l’asse delle x. 

In egual modo si mostrerà che la equazione x = 0 esprime l'asse 
delle y. e che x = m dinota una parallela a detto asse, la quale 
taglia sull' asse delle x una porzione uguale ad m. 

Similmente se la retta, non essendo parallela ad uno degli assi, 
fosse situata rispetto ad essi in modo comunque diverso da quello 
segnato da noi in Ggura , la sua equazione si troverebbe come 
sopra , e sarebbe sempre della forma y = ax-^b , nella quale i 
valori delle costanti , aventi I' una o I’ altra delle due signiGca- 
sioni dichiarate , saranno positivi o negativi secondo la diversa 
ìoclinBzione della retta con I’ asse delie x , ed il suo incontro 
con I' asse delle y , che può avvenire al di sopra o al di sotto 
dell' asse delle ascisse. 

È poi rimarchevole che le diverse equasioni trovate in questo 
numero per la retta che passa per l' origine, o che si confonde 
Con uno degli assi , o che gli è parallela . si possono tutte de- 
durre dalla equazione [R] sostituendovi per a , e per 6 i valori 
convenienti alle diverse ipotesi ; cosi 

1. ® Quando la retta passa per l'origine si ha ò=0, e la equa- 
zione [BJ diviene y = ax. 

2. ® Quando la retta è parallela all’esse delle x, o si confon- 
de col medesimo , poiché è nullo 1’ angolo che essa forma col 
detto asse, sarà sempre a = 0, ma il 6, il quale ritiene un certo 
valore nel caso del parallelismo , ò anche zero quando la retta 
coincide con I' asse delle x, perciò la equazione [R] si riduce ad 
y=6 quando rappresenta una rette parallela all'asse delle x, c 
ad y=d, quando dee rappresentare I’ asse medesimo. 

3. ® Che se la retta 6 parallela all'asse delle y, saràò=» = 
ed essendo I' angolo che essa comprende con l'asse delle x 
quanto qucRo contenuto dagli assi, sarà pare ed indipeodeote- 
rocnte dalla loro inclinazione, a=oo = ^ quindi 1' equazione [R], 

prende la forma y= vai quanto dire nx+m = 0, da 

cuix = — — ossia x~e dinotando con c il valore di — —, os- 
n n 
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$i.i ia parto dcllasse delle x intercetta Tra la orlane c la paral- 
lela all' asse delle y (*). 

E qui cade in acconcio far notare che ciascuna de' valori di a 
V b può variare indipendentemente dall' altro e con legge di con- 
tinnità da — co o +», cosicché la equazione y=««:-+-6 rap- 
presenterà sempre una retta quale che sia la combinazione de'va- 
iori di a e ò. E poiché ogni equazione di primo grado può sem- 
pre ricondursi alla forma anziscritta . si conchiude che te equa- 
zioni di primo grado a due variabili della forma Ay-^-Bx+C = 0 
rappresentano sempre linee rette. 

330 . Per costruire una equazione di primo grado, nella qua- 
le sian noti i valori delle costanti , cioè per determinare gra- 
ficamente la retta da essa rappresentala, basta calcolare le coor- 
dinate di due de' suoi punti; e ciò si ottiene dando ad x due va- 
lori , quali che siano , e deducendo dalla equazione i corrispon- 
denti per y ; ché allora costruendo siffatti punti (3i3), la ret- 
ta che li unisce sarà quella rappresentata dalla equazione : non 
però tra le divene coppie di punti è da preferirsi quella in cui 
la retta data incontra gli assi , avvegnaché le coordinate di tali 
punti si troveranno con faciltà mettendo successivamente nella 
equazione ed y=^0. Cosi se si avesse y=^x — 1, il punto 

ove la retta da essa rappresentata incontra I' asse delle y , ha 
per coordinale x = 0 , y== — 4, c quello ove s’ intersega con 
l'asse delle ascisse, ha per coordinate ì*, y = 0: i quali punti 


(*] Che la frazione rappresentala eoa e Hinoii U dniii parte. Jivieoe chiaro 
dairosservare chc_ira ìc rene ed OA = — c esiste (2S6J la relazione 

' sen rz 

6 = e ; . . 

sen (f — or) 


perciò De) caso del parallelismo della retta <*on l'asse delle y, avcDdosì a = 9 il 

~>esen? m 

valore infìoito che prende b avrA la forma — , ed arendo sopposto — 

— csen® m 

dorrà essere ■ ■ = -r ■ ▼ale <i dire — m =cseD<? ; ma nella slesM ipotesi 

0 0 ^ ' 

del parallclìsroo 11 valore di a si ridace a '1 <I<iale essendo stato ìadirato 

con ~ SI avrà ossea?, in coosegucou 

m f sen ? 
n seu f ”* 

38 
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venendo covtiuili , la velia che pasta per essi sarà la richiesta : 
che se la equazione avesse la forma y = ax, rimanendo già sod- 
disfalla da x = 0, ed y=0, die sono le coordinate della origi- 
ne , per costruire la retta da essa rappresentata . basterà trovarne 
un altro punto solamente , e questo potrebb' esser quello che ha 
per ascissa / , cui corrisponde l'ordinata a- 

33 1 . Operando come sopra si è dello sulla equazione generale 
y = ax+b si trova che la reità da essa rappresentata incontra 

l’asse delle ascisse nel punto rorrispoiideiilc ad x=— — : or 

b . . b . 

se metlcsi ~c si ricava a= , il quale valore di a, so- 

a c 

stituito nella equazione generale, e poi dividendone ambo i mem- 
bri per b, si ollicne 

0 c 

di' è una equazione di forma notevole sia per la sua omogeneità 
sia per la semplicità; e sia perchè le costanti conservano il me- 
desimo signiGcato indipendentemente dalla inclinazione degli assi: 
essa avrelihe potuto ottenersi dircltamenle senza punto dedurla dalla 
equazione t/= <ur-l-à ; imperocché se AB è 
una retta die taglia le parti OC = à, OA = e 
sugli assi delle y c delle x, i triangoli MPA, 
COA, saran scmpi% simili , quale che sia 
il punto M , c però si avrà la proporzione 


B\ 


t 

v/ 

< c 


-L 


/ 


'<r * ' 


K 


MP ; PA :: CO : OA, ossia y : c — x : :b : c, 


dalla quale emerge la equazione ry=bc — bx, d’ onde 


b c 


presentata così la cquazioiie di una retta, in funzione delle parti 
che taglia sugli assi , è audic facile vedere come la medesima 
prende le forme dichiarate nel numero precedente nel caso che 
sin parallela ad uno degli assi , o die si confonda con unp di 
essi, o che passi per la origine semplicemente- Difatti quando la 
retta è parallela all’asse delle x, si ha c = oo , e la equazione [R'j 
si riduce ad y=b; e nel raso di 6 = » diviene x = c, ch'è la e- 
quazionc di una retta parallela nell' asse delle y; mentre se b~0 
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e contemporaneamente è c=oo , la retta coincide con l'asse deU 
le ai , c la equazione [R'] prende la forma 

da cui y = — ^x-i- OX f, ossi» V=0; 

del pari, nell' ipotesi di c=0, c 6 = oo si troverebbe che a=0 
esprime I* asse delle erdinate- Da ultimo se ambo le costanti sun 
nulle , vai quanto dire se la retta passa per I' origine delie co- 
ordinate l'equazione prende la forma y — — ■^x-\-0,a ropprc- 


seiitando con a la quanliti indeterminata — ^ , si riduce ad 
y—ax. 

332 . La posizione di una retta AB risulta anche nota quan- 
do si conosce la grandezia della perpendicolare OK=p condot- 
tale dalla origine, e gli angoli a c /3 che questa forma cogli assi 
positivi delle x e delle y Or supposto che siano date tali quan- 
tità come determinanti la posizione di una retta , se ne troverà 

la equazione, segnando le coordina- 
te OP e PAI di un qualsivoglia pun- 
to M, c menandolo dal piò deirur- 
dinata la i>crpcudicolaro PII che 
^ ili tal mudo risultando sempre si- 
mili i due triangoli KOA, UPAsi 
avrà la proporzione 

OK:l*ll::OA:PA, 


Y 

B / 

/' Nm 


z 


// ^ 

'(I r À. 


e perchè sono rettangoli i duo triangoli PIIM ed OKA danno 
(288 t.°) PH = PAI X lll’Alv= PAI X KOC = i/ cos /3, 


0.\ 


OK 

isKOA 


rosa 


, c quindi 


PA = OA— OP=-^ x: 

cosa 


p — xcm a 
cos a 


pertanto la proporzione precedente addiviene 

p p—xeosa 

/>:ycos/3::= ; 

cosa cesa 

c sopprimendo il divisor comune a' termini della seconda ragione^ 
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ed osservaudo che iicl'a proporzione essendo eguali gli anleceden- 
li tali dovranno es'icte i conseguenli, segue ycos/3~p — a: cosa, 
ossia 

j/cof/S-l-arcosn = p 

eh’ è la equazione della retta, c clic nel caso degli assi ortogo- 
nali , cioè di /3— p — 0 = 90® — a, si cangia in 

yset) o 4-a'Loso = p [R"f 

la equazione [a] avrebbe potuto dedursi in altro modo facendo capo 
dalla [R] o dalia [R'J . eJ esprimendone le costanti in funzione 
di p ; ma lasciando alla cura del lettore silTatta deduzione , ci li- 
mitiamo a far notare che la equazione della retta, riferita a coor- 
dinate rettilinee, è sempre di primo grado rispetto alle sue va- 
riabili. 

333. Quando una retta è data di posizione, supponendo che 
sia rappresentata con una delle tre equazioni 

y=ax-^-b [R], J{ ® = l (R'J. y5ena-t-xco3a=p [R"l 

b c 

le quantità avb, bcc, acp debbono essere cognite ecostan- 
ti ; ma se in qualche ricerca si conoscesse diggià essere una 
retta la locale da trovarsi, esc ne volesse determinare la equa- 
zione , allora si riterrà che essa equazione abbia una delle so- 
prascritte forme, c dalle condizioni del problema dovranno de- 
dursi le equazioni ette a far determinare il valore delle costanti 
anzidetto , appunto come andremo operando nelle soluzioni de' 
seguenti problemi. 


l'ROBl.LMA 2.® 

334. Tiocare l’equazione di una reità che passa per due 
punti , di cui start date le coordinale. 

Siano x\ y’, ed x”, y" le coordinate -de' punti dati , e 

y = ax-^b [B] 

la equazione della retta richiesta, in cui a e 6 sono le Costanti 
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ignole. Or quando la retta passa per i due punti dati , quMtl 
le saranno comuni , epperò le loro coordinate dovranno soddii a- 
re la equazione della retta , la quale esprime una dipendenza 
che si veriflca fra le coordinate di uno qualsivoglia de suoi pun- 
ii , perciò si avranno le due equazioni di condizione 

y' = ax'-^b 
y' — az"-f- b 

da cui deducendo i valori delle ignote quantità a e 6, si troverà 

y’— y" , z'y"— *’y" 

« = — : r: . 0 = — T, ITT" 


i quali sostituiti in [R] , danno la equazione 

y' — y" , x'y" — x"y' 
x'—x" 


[•■il 


che rappresenta la retta che passa pe’ due punti dati. Ed osser- 
vando che il termine costante non si altera aggiungendo e sot 
traendo nel suo numeratore z'y't si ha 


a's"-®’’»' x”.i' 4-»V-»’y' - 




epperò'alla soprascritta equazione si può dare la forma 


y— y' 



(x— »') 


[ 1 ] 


la quale si può anche ottenere direttamente sottraendo in pri- 
ma dall- equazione [R] V una o l' altra delle [m], per esempio 
la prima ; chè in tal modo risultando immediatamente eliminata 
la ò , ed avendosi 

y — y'=a{x — x') 

resta solo a sostituirvi il valore di a, che si ottiene come wpra 
sottraendo la seconda delle equazioni [m] dalla prima. Ed è fa- 
cile verificare che ciascuna delle equazioni [l] e [2] rappresen- 
ta la retta che passa pe’dali punti {x-.y-}, (x'',y''); imperocché 
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ciascuna di esso rimane seddisfoUa sostituendo alle sue coordina - 
te variabili a; ed y quelle relative all' uno o all' altro da' due 
|>unti dati. 

La equaiione 13] roppreseuta una retta assoggettata a passare 
per un sol punto (x',y'), in essa vi resta a non determinato ap- 
punto perchè sono iiiQnite le rette che passano per un medesimo 
punto. 

335. Applicando simile andamento per risolvere il proble- 
ma precedente nella ipotesi che volesse trovarsi la equazione del- 
la retta partendo da una delle due [R']> avreb- 

be , per la prima 

, y'x’'—y"x _y’x'' — y'£" 

x‘'-x‘ ’ y'-y" ’ 

di modo che alla equazione richiesta potrebbe darsi la forma 

y {*''—*') -l-x fy'— y") = y'x"— x'y" ; 


c por la seconda si troverebbe 

x"—x' 

ttaaz=- , 


COSÓ = 


!/-y‘ 




y'(x"~x’)+x'(v’-g") 
^ -t- (x"— X* 


sicché la equazione [R"^ nel dover rappresentare la rolla thè 
passa pe’ due punti {x‘,y'), [xi',y") prende la forma seguente 


(!/ - y ') (a!" »; + (* - xO (y' — y") = 0. 


l>bUBLEMA 3.» 


>1 

«io 


q 

336, Trovare te coordinale del punto in eut s' incontrano ' 
due rette rappresentate con equazioni , e dedurre la condizione 
del turo parallelismo- 


1." — Se due rette , ed in generale due linee, s' intersegano, 
è chiaro che essendo loro comune il punto d' intersegazione, le 
coordinalo di esso dovranno verificare ambo le equazioni ; per- 
ciò se y—ax-\-h , ed y = a'x-|-6' sono le due rette date, ri- 
tcucudo che x cd y rappresentino le iguole coordinale del loro 
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punto iT incontro, no otlorrcmo i valori ricovaiuloli dalle mede- 
sime due equazioni , c saranno 

b'~-b ab* — a'b 

ar=— — . , !/= —7- • 

Q — o a — o* 

2,® T.ili volori divengono infiniti quando è a = o', quindi 

può conchiudersi che in questa ipotesi le rette rappresentale dalle 
duo equazioni s’ inlcrsegano in un punto a distanza infinita da- 
gli assi, vale a dire che la condizione del parsllelismo è data 
dalla relazione a = a' : la qual cosa va pienamente d'accordo col 
significalo geometrico de' coefficienti angolari (320 in fine), essen- 
doché le rette parallele sono egualmente Inclinate con l’ asse 
delle X. 

33T. Se poi le due rette fossero esibite con equazioni del- 
la forma [R'I, operando come sopra, si troveranno essere le coor- 
dinale del loro punto d’ incontro 

ce’(b'—b) _bb'(c — c’) 

cb'-bc' ' ^~cb' — bc‘' 

e però le medesime sarebbero parallele quando fosse cb'—hc', 
ossia quando si avesse b',b'::c:c' , in altri termini quando Io 
parti che tagliano nell’ asse delle x sono proporzionali a quelle 
che tagliano su I' asse delle y. 

Facendo capo da due equazioni della forma [R"] si trovereb- 
bero essere le coordinale del punto d' incontro delle due rette 

p'sena — psena’ pcosa'— p'cosa 

x= — ■. — V " - y= — ir ' 

sen(« — a') sen(a — a’) 


» quali espressioni divenendo^nflnite quando scn[a— a'] = 0 , 
■ia quando a =a', mostrano che son parallele tutte le rette che 
tossono rappresentarsi con ia equazione ysen«-Hxeosa=:p, at- 
tribuendo o p diversi valori. 

338. Se nella equazione y— y'=m(x— *'), che rappresen- 
ta una retta assoggettata a passare semplicemente per un punto 
(x\ y*), sosliluiscansi ad x', cdy> i trovati valori delle coordinalo 
del punto d’incontro delle duo rette y=o»-|-6, y» 
si avrà la equazione 

ab' — n'6 / b' — b\ 

ty — mi » J, 

a— a' V a—a'f 
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la qaale ; con lo attribuire ad m difTereoti valori , rappresente- 
rà evidentemente le diverse rette che passano pel medesimo pun- 
to ove s’ incontrano le anzidette due : non però avvi un altro 
mezzo come formare una equazione atta a rappresentare tulle hi- 
relle che passano per un punto comune a due altre; imperocché 
se R=0 ed R| = 0 (’) sono l' equazioni di due rette che s’in- 
contrano, esse dovranno restar soddisfatte da un certo valor di 
X ed y , ed è poi chiaro che lo stesso sistema di valori dovrà 
verificare la equazione 

R-fCR,= 0 fi) 

che risulta dalla loro somma algebrica , dopo di aver , per mag- 
giore generalità , moltiplicata una di esse per la costante arbi- 
traria C, intera o frazionaria , positiva o negativa ; sicché que- 
sta ultima equazione rappresenta tutte le rette che passano pel 
punto d' incontro delle due R = 0, ed R, =0 Da ciò segue 
che quando y — ax — h=0, y — a'x — b'=0 rappresentano due 
rette che hanno un punto comune , e si vuole conoscere se una 
retta y — a”x — b''=0 passi pel punto d'incontro delle prime . 
bisogna esaminare se quest' ultima equazione possa acquistare la 
forma R-|-CRt==0, ossia (y — ax— à)-f-C(y — a’x — 6'1 =■ 0 : 
or ciò avviene quando è 


a'-f-a'C 


b’+b’C 

l+C ’ 


vai quanto dire , quando ha luogo la relazione 

d"—a ò " — b ' 
a>-a"~V-b" ' 

la quale si ottiene dalle precedenti con lo eliminare C. 

(•) Le eqaiziooi y — ax — y — a'x — h'=0, y — a"x — l'itaO, te. 
SODO rapprcKOtate più brevemente con B=0, B,sO, BgsO, ec.’ 

(**) Il ceso io cui C i fraiione , equivile a moltiplicare ambo le equazioni 
R^O, R,=0 per uno costante, p. e. la prima pi-r II e I* seronda per Ki poi- 
chi ci6 fecendo , e dividendone poi li sommi per H, se dinotisi con C la rrazio- 
DS che risulta con le dette costanti . si ottiene Is equazione scritta nel testo. 

Il ragionamento sopraesposto regge pure quando le equazioni K«0, B, sO 
rappresentano due linee quali che si vogliano; e in tale ipotesi la equazione 
R-|-CR, = 0 rappresenteri tutte le liuee dello stesso ordine che passano per 
gli steui punti oomiipi alle prime. 
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